Soutien Intégrales : Correction

Exercice 1

l)VXE'R,f('X):_I:;(ZXe'tZdt Posonsu:-tct:-udoncg—lz:- "dt = - du”
t=-X<Uu=Xx ett=-2x< u=2x

Donc f(-x) = f2X e™?(-du) = - [2*e*?du = - f(x) donc f est impaire.
2) Pour x>0 2x > x (les bornes sont dans le bon sens)

Vte[x;2x] e2>0 donc par positivité de l'intégrale, f(x) > 0.
Comme f est impaire, par symétrie, f(x) <0 V x <0.

3)Pourx>0 Vte[X2x] X<t<2x Xx2<t?2<4x? -4x2<-tP<-x2 e¥@<el<e™
Donc d'aprés I'inégalité de la moyenne (on a toujours 2x > X) :
S etdt <e(2x - x) f(x) < x.e™2.

Pour tout x > 0, 0 < f(x) < xe™? et Xllrpaoxe"‘2 = 0 par croissances comparées,

donc par comparaison Xllﬁﬂwf(x) = 0. Comme f est impaire, on a donc XIerlof(x) =0.
4) Pourt € R, posons g(t) = e™. g est continue sur R, donc admet une primitive G.
Donc f(x) = [GM)]z = G(2X) — G(X).

f est dérivable sur IR comme différence de composées de fonctions dérivables et
Vx e R, f'(X)=2G'(2x) - G'(X) = 2g(2x) — g(x) = 2e¥? —e*2 =g*2(2e2 - 1) e*®>0Vx e R.
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En posant xo =1 /%22 :

X -00 - Xo 0 X0 + o0
f'(x) — 0+ + 0 -
f f(xo)
0 /e/ T
T f(x0)
Exercice 2

1)n>1doncn+1>2doncn+1>1.Donc I’intégrale converge.
Pour X > 1 indx:fXx‘”'ldx: Lo o L1
= 4, 1 Xn+1 1 -n 1 n

nx"[1 = pXx"

+1:l donc V n>1, Inzl.
n n n

2) a) Pour X > 1, X edx = [-ne“"]X = -ne™/" + et

lim -ne”*™ + ne¥™ = ne¥ donc J,, = ne’!"

X — +w©

b)Jn—n=nEe*"-1) lim -%:Odonc e'l’”—1~+oo-% donc Jn— N~ -1

n— +owo

Donc limJy—n=-1
n — +oo
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Exercice 31)a) SoitP € £ Q € EetA € R. Alors V X € R,
o(P +Q)(x) = [ (P + Q)(x +t)dt = fL (P(x +1) + Q(x + B))dt = [T P(x + t)dt + [ Q(x + t)dt

= o(P)(X) + o(Q)(x)
O(WP)() = S (WP)(x + )dt = fL AP(x + t)dt = 1 [ P(x + t)dt = Lo(P)(X).
Donc ¢ est une application linéaire.

2
b) V X € R, ¢(e0)(x) = J} 1dt=1 o(e)(x) = J (x + t)dt = [xt + tﬂé =X +%
o(e2)(X) = fol (x + t)dt = fol (X2 + 2tx + tA)dt = [xzt + xt2 + g}é =X+ X+ %
c) Soit P € £ Comme (eo, €1, €2) est une base de Z, il existe 3 réels a, b, ¢ tels que P = aeo + bey + ce2
(c'est-a-dire qu'il existe 3 réels a, b, c tels que V' t € R, P(t) = a + bt + ct?).
Comme ¢ est une application linéaire, ¢(P) = @(aeo + be1 + ce2) =ap(eo) + bo(e1) + co(e2).
Or d'aprés la question b, @(eo0) € E, ¢(e1) € Eet p(e2) € E, donc ¢(P) € E.
Comme o est linéaire, c'est donc un endomorphisme de .
2) @) On voit que ¢(eo) = €0 ¢(e1) = €1 + %eo p(e2) =e2+e1+ %eo.
p(e0) p(e1) p(e2)
[1 1/2 1/3] €o
A=/0 1 1 e1
0 0 1 /e
b) La matrice A est triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale, donc elle est inversible. Donc ¢ est un
automorphisme.
100
3)a)Pourn=0:A%=13= [O 1 OJ. Uo = 0 convient.
001

1 n/2 un
Supposons quaunrangn, A"=|0 1 n |
0 0 1

1 n/2 un\(1
Alors A1 =A"A=({0 1 n |0
0 0 1.0

DonC Un+1 =3+ g +Un=Un+ %(Bn + 2) convient.

[OoR) o

U =0 1 n/2 un
Conclusion : En posant /, N, Uns1 = Un +l(3n +2) ona:vnelN,A"={0 1 n
6 0 0 1

b) Vie N, Ui — Ui :%(3i +2).

n-1 n-1 1 1 n-1 n-1
Donc Vn € IN, 2 (Uis1 — Ui) = 2, €(3i +2) (Sommes téléscopiques) Un—Uo = 5 3D i+2>1
i=0 i=0 =0 =0

Un =%(3§n;21m+ 2n) :%(S(n— 1) +4) :M%l
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