Soutien Intégrales impropres / Réduction : Correction

Exercice 1 1) Sur ]- «;0], f est nulle donc f?@ f(x)dx converge et vaut 0.

. . SaxaX .
Soit X > 01 [Xf(q)dx = fXhe P dx=[-e ]y =-e ™ +1
XILrQ -e ™+ 1= 1donc f0+°° f(x)dx converge et vaut 1. Donc f “:O‘” f(x)dx converge et vaut 1.

2) a) De méme f© xf(x)dx et [ xf(x)dx convergent et valent 0.
Jo e xf(ydx = f" axe*dx

. [ : .
g(x) = xe "™ est positive sur [0; + oo et le+1 = lim x3%¢"* = 0 (croissances comparées) donc xe ™ = .,
— +oo

1 X — +0
XZ

oS Jre L ix converge donc o= Axe " *dx aussi

x2) J1ox? 0 '
. 2 -AX . 1
De méme lim = lim x% =0 donc x% ™= o(—z) et [** x% "**dx converge.
X — +o0 1 X — +o0 X 0
X2

Donc f** x.f(x)dx et J™** x2f(x)dx convergent,
b) Soit X > 0 et I(X) = [ X Axe**dx. Intégration par parties :
{ u(x) = x { u(x)=1

(u et v sont de classe C! sur R)

Vl(x) e }\‘e‘ AX V(X) =—-¢e AX
I(X) = [_ XE'KX](;( + j;)x e'KXdX - Xe-}.X +‘:_%e-}\,x:|())( - . Xe-kx—%e—kx +%
Jim - Xe' =0 (croissances comparées) et Jim e M =0 donc Jim 1(X) = %
1_1
= + —=—
Donc Ex =0 o

u(x) = x2 { u'(x) = 2x

De méme, soit J(X) = fo X \x%e ~*dx. Intégration par parties : { V) = he ™ | v(x) =- e ™

(u et v sont de classe C! sur IR)
J(X) = [- x%- M<]())( + fox 2xe" Mdx = - X% M + % 1(X)

Jim - X% ™ = ( (croissances comparées) et Jim 1(X) = L bonc Jim J(X) = % et Fa -2

N "2
c) Posons h(x) = x| x|exp(- k| x|) sur IR. fo“‘” h(x)dx = fo“‘” A.Xx.exp(- Ax)dx converge et vaut %
De plus h est paire sur R, donc f*;’ h(x)dx converge et vaut %
3)Vx<0,6(x)= X 0dt=0 V¥x>0,G(x)= O f(t)ydt+ [Xf(t)dt=0+-e ™ +1=1-e™

0six<0
Done G(x) = 1-e™six=>0

Vx<0,HX) = [Of(®)dt+ [Fr=f(t)dt=0+1=1
Vx20HX) = [*=nedt SoitX>x [XdeHdt=[-eH]X=-e X +e
lim - e =0donc H(x) = e ™

X — +o0
1six<0
Ouvxe R HX = [*"f(t)dt— [* f(t)dt=1-G(x). DoncH(x)= { e Msix>0

Remarque : On verra bientdt que f correspond a la densité de la loi exponentielle, que Ex correspond a la
variance, F. a E(X?), et G a la fonction de répartition.
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Exercice 2

_ (X _ (-8-2)x—10y =0 {5x+(7-k)y=0
SmtkeIRetX—(y).AX—kX©{5X+(7_x)y:0 S Lliels (-8-1)x-10y =0
Sx+(7-Ay=0
{(_7\‘2-7\’+6)y:0 L2(—(8+7L)L1+5L2

Le systéme n'est pas de Cramer si et seulementsi-A> -1 +6=0 (A—2)(-1-3)=0
A=20uir=-3 Sp(A)={-3; 2}

5x+10y =0 -2\ (-2
_A=-3: { 0=0 Y < X =-2y donc E-3 = Vect (( 1 D ( 1 ) est non nul, donc est une base de E-.

-1 -1
_A=2:5x+b5y=0=x=-y E2=Vect((1D (1)estnon nul, donc est une base de Ea.

Exercice 3
1) C2 = C1 + C3 donc la matrice A n’est pas inversible. Donc 0 est une valeur propre de A.

S5-2 -8 -3 X
2) SoitA e R.A—Alz= 3 6-A 3 | SoitX=|Yy

2 2 -A z
(-5-A)x-8y—-32=0 2Xx + 2y —-Aaz=0
(Axlg)X:0©{3x+(6k)y+3z:0 @{3x+(6x)y+3z:0 L L3
2x+ 2y —-Az=0 (-5-A)x-8y-32=0
{Zx + 2y - A =0
= 2r-6)y+ (-3A-6)z =0 Ly« 3L1-2L>
(6-20)y+ (A2 +51L+6)2=0 Ly« (-5-A)L1—2Ls (-5-A)(-A)+6=2A2+51+6
{2x+ 2y - Az =0
S (2L —6)y + (-31-6)z=0
(A2 +20)z2=0 Ly« Lo+ L3
Le systéme n’est pas de Cramer si et seulement si 21, - 6 =0 ou A% + 2A =0
SA=30uMr+2)=0
Les valeurs propres de A sontdonc A =3, A =0etA =-2
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Exercice 4
1) La fonction In est définie et continue sur JO ; + oo[ et ne s’annule que pour 1.

Donc la fonctiont — est continue sur [e ;+ oof

1
t(In())®

1
t(In(t))?
Soit X>e

_sipzl X

Sil-p<0 (=p>1)

_Sip=1 fex

I’intégrale dlverge.

_1 :
=3 (In(t) P

e t(In (t))B
Sil-p>0 (= p<l)

est de la forme u’.u P

Jim (In(X))1 P=+00 I 1ntegra1e diverge

dt = [In(In(X))]¥ = In(In(X)) -

T (In(X))* P -

1

Jim (In(X))! =0 I’intégrale converge et vaut

In(In(e)) = In(In(X))

1-B

XILrQwIn(In(X)) =+ oo donc

Conclusion : L’intégrale converge si et seulement si 3 > 1. Dans ce cas, f* ® = Bi T
2)Sia>1:vVt>e In(t)>1 In(t)f>1(carp=0) t*n(t)?>1t* talnl(t)ﬁ < t°‘ Les fonctions sont
. dt .
+ o0 =, to ——
positives et fe dt converge, donc par comparaison fe =IOy’ converge aussi.
Sia<l:
1
t a B
1 -t (Irt\(t)) = 1—-o >0donc IﬁlrpﬁilL 0 par croissances comparées.
to(In(t))?
Donc L =+ 0 (#j Les fonctions sont positives et f* w1 dt diverge donc f* oGt __ diverge aussi
t teIn(t)P ) et e t(In(t)P '
Conclusion :
a<l o=1 o>1
p<1 diverge diverge converge
B>1 diverge converge converge
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