Soutien — Vendredi 14 Mars 2025 - Correction

Exercice 1
1. a) f est de clase C? sur I'ouvert IR? comme fonction polynomiale et :
V(x,y) € R% 0if(x, y) =4x + 2y — 1 0of(x,y) =4y +2x—1

. . Joif(x,y) =0 {4x+2y:1 {4x+2y:1 {x:1/6
b) Points critiques : { o:f(x, y) = 0 ) oy + ay=1 6y=1 Lo 2L2—Ls y=1/6
2)a) V (X, ¥) € R?, 0%14f(x,y) =4 0%af(X,y) =2 0%.20(x,y) =2 0%2f(x,y)=4.

. : 4 2
b) Hessienne au point A : H = ( )

2 4
4

. 2 : :
Soit A € R. H—M:( 5 4_}L)non inversible < (4-1)>—4=0

S 4-A-2)(@B-2+2)=0=(2-1)6-1)=0
Les deux valeurs propres sont 2 et 6. Elles sont strictement positives donc il s'agit d'un minimum local.

dy m = f(l 1) 2,2,2 11 1
6'6) 36 36 36 6 6 6

2 y 1y 3( 1)2_ (2 y:, 1 _z_xj §(2_¥ i)

3 vixy)eR 2(’”2 4) Ve T T 2Ty Y T3 3
:2x2+2y2+2xy—x—y+%:f( X,y) + %

2 y 1y §( _1)2 1
b) V(x,y) € R 2(x+2 4j >0et5|y—¢| 20 doncf(xy) +&=0

f(x,y) > % f(x, y) >f(€ 5) donc A est un minimum global de f.

4) a) On voit que Y(X, y) € R? g(x,y) = f(e*, ¢¥). Donc d'aprés la question 3.b) g(x, y) > %

. v 1 . . .
b) Attention, pour l'instant, - 5 est seulement un minorant, mais pas encore un minimum.

Il faut encore trouver un couple (x, y) tel que g(x,y) = - %
W1
e

"6 = - In(6)
=1y 1= 1= e,
6

Donc V(x, y) € IR? g(X, y) > g(- In(6), -In(6)). Donc g admet un minimum global sur IR?, qui vaut -
est atteint en (-In(6), -In(6)).

@IH

gxy) =- £ o f(e &) =-

1
& et qui

Osix<-1 Osix<-1
Exercice 2 1) Fx(x) = H—%SI -1<x<1= XT13| -1<x<1
lsix>1 1six>1
2) a) X est & valeurs dans [-1;1], donc Y = | X| est & valeurs dans [0;1].
Donc Fx(x) =0six<0et Fx(x) =1six>1.
b) V x € [0;1], Fv(x) = P(Y < x) = P(| X| < x) = P(-x < X < x) (car x > 0) = Fx(x) — Fx(-X)

0<x<ldonc-1<-x<0. Donch(x)—Tl Fx(-x) = X+1 Fy(X )_X+1_'X;1:2?X:x_

0six<0

c) Fy(x) = { X si 0 <x<1donc Y suit la loi uniforme sur [0;1].
1six>1
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3)a) VX e R, Fz(x) =P(Z<x)=P((X<x) n (X' <x)) =P(X <x)P(X" <x) (par indépendance)
= Fx(X) Fx(x) = Fx(x)?> (méme loi).
Osix<-1
X +1)? .
Donc Fz(x) = ( a ) si-1<x<1
lsix>1
b) Fz est continue et de classe C* sur J- «o;-1[, ]-1;1[ et ]1; + oo[ (fonction constante ou polynomiale).
2
lim0=0 Ilim 1y 0 donc Fz est continue en -1.

X—>-1 x—>-1 4

. +1)? . i
lim x+1)° =1let lim1=1donc Fzest continue en 1.
X—>1 4 X—>1

Donc Fz est continue sur IR et de classe C! sur IR sauf peut-étre en -1 et 1. Donc Z est une variable a densité.
(x+1)2 2(x+1)x1_x+1

Dérivee de 4 ) >
Osix<-1 Osix<-1
Xx+1 . ) . X+1 .

FZ'(x) = —5 st-1<x<1(intervalles ouverts!) donc une densitéest: fz(x)= | —5sI-1<x=<1
Osix>1 Osix>1

C) import numpy.random as rd
x=-1+2*rd.random(2)
z=max(x)

Exercice 3 Soit X une VAR qui suit la loi £(1/2). Alors E(X) = 1—}2 =2
o of 1. _ © ya- _
Donc E(X) = ¥ x(ze X’Z)dx = 2. Donc [** xe?dx = 4.

De méme, V(X) = ﬁ =4donc E(X?) = V(X) + E(X)?=8 [~ xz(%e'x’z)dx = 8. Donc f '™ x%e™dx = 16.

Exercice 4
1) a) VX € R, Fy(x) = P(Y <x) =P(X? < X) _six<0 pasdesolutions Fy(x)=0

_Six=0 Fy(x) =P(-x < X /%) = D(/X) — D(X) = D(/X) - (1 - DR/X)) = 2D(/x) - 1

Donc F _{Osix<0
onc FY() =1 o fx) — 1six >0

b) Fv est continue et de classe C* sur ]- oo;0[ (fonction constante) et sur ]0; + oof (car d et x — \/?( sont de
classe C! sur ]0; + oof).

EnO: lim0=0 lim 2cD(\/;<)— 1=20(0)-1=2 xl— 1 =0 donc Fv est continue en 0, donc sur R.
Xx—0 Xx—0 2

Donc Y est une VAR a densité
Dérivée de ZCD(\/;() — 1 sur ]O; + oo (dérivée d'une composée) :

NN O N O ;&2]
2x2\/;(x®(\/;()—\/;(f(\/;()—\/;(\/ztexp[ > )=
0six<0

Donc une densité de Y est : fy(X) = { 1 exp(— é) six>0
21X 2
3) Y = X2 donc E(Y) = E(X?) = V(X) + E(X)2 =0 +12=1

L exp(— 5) (attention : non définien 0 1)
\/ 21X 2
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