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Exercicel
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b) Les séries sont a termes positifs et la série Y x" converge (car -1<x< 1), donc la série Y "y converge
n>0 n>1
aussi.
-n2

e . . . . , . 1
3) = n%e " ir m n’e™ = 0 (par croissances comparées) donc ™ =+ o(?).

Les séries sont a termes pOSI'[IfS et la série z ? converge, donc la série z g converge aussl.
n>1 n>0

Exercice 2

1) Par récurrence :

_Up=1ldoncl<up<a.

_ Supposons qu'a un rang n, un existe et 1 < un < a..
Un > 1 donc un > 0 donc In(un) existe donc un+1 existe.

De plus, f est dérivable sur ]JO; + o[ et V x> 0, f'(X) = - 1 1 X+ 2
2 X 2X
X 0 2 + o 1 < un < a et fcroissante sur ]0;2] donc (1) < f(un) < f(a)
(X + 0o - 3 _
f(>(<)) /v ~ 1< 5 < Un+1 < o. Donc Vn € N, up existe et 1 < un < a.

D=1 w=-2+In(1)+2=>

Montrons par récurrence que ¥V n € IN, Un+1 > Un :

_ U1 >uz d'aprés les calculs précédents

_ SUppOsONS qu'a un rang N, Un+1 > Un :

Alors f(un+1) > f(un) (f croissante)  Un+2 > Un+1

Donc Vn e IN, un+1 > un. La suite (un) est croissante.

Comme (un) est majorée par o, (Un) converge vers un reel L.

D'apreés le théoréme du point fixe, f(L) = L donc L = o d'apres la premiere question. Donc nIlrpooun =a
Ja)vx e [L;a], 1<x<a % % 1 % % 1—% %

VXe[l;a],f'(X)S% Uhe[l;a] Vne N ae[l;a] etun<a
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Donc d'apres I'inégalité des accroissements finis, f(a)) — f(un) < % (c—un) a—-U< %(oc — Un).

b) On sait déja que V n € IN, un < o donc a - un > 0. Montrons par récurrence que Vn €IN, a0 — Uy < Zln.

_oa—U=a-1<lcara<?2

1 1 1
_ SUppPOSONS qu'a un rang N, o, — Un < o E((x —Un) < o

Or o — Un+1 < %(OC — Un) donc o — Un+1 < %

DoncVne N,0<a — Un_21n

4) un est une valeur approchée de o a 10 prés < | un— o] < 103 < o — un < 10 (car un - a. < 0)

Pour que o — un < 1073, il suffit que % <103

3In(10)

L1 10° 27> 10° & nin(@) > 3In(10) < n > o)

on < (= 9,96). no = 10 convient.
Exercice 3
1) a) fn est dérivable sur R* et ¥x € >0, fo'(X) = nx"1 + 18x > 0
fa(0) =-4 XILnJ fa(X) = + 0

X 0 + o0
f(<) | 0 "
4

fn est continue et strictement croissante sur [0; + oo et 0 e [-4; + oo[ donc I'équation fa(x) = 0 admet une

unique solution un sur [0; + oof.

b)fz(x)=O<:>x2+9x2—4:0<:>x2—1i0©x2——©x Jou J
OruZZOdonCUz:\/%

_ 2 _ (2" o224 (2) 4 _(2)
¢) fo(un) = 0 fn(3)—(3) +9(3j —4_@ +9x9_4_(3j >0

Donc fn(un) < i (2) Comme f;, est croissante sur [0: + oof, Un <

2
3 3
2) a) V X € J0;A[, frra(X) — fa(x) = X" + 9x% — 4 — (X" + 9x? — 4) = x™L — x" = x"(x — 1)
X € ]0;1[ donc X" > 0 et x — 1 < 0 donc fr+1(X) — fa(X) < 0 donc frr1(X) < fa(X).
b) Un+1 € ]0;2/3[ donc un+1 € ]0;1[. D'aprés la question a), fa+1(Un+1) < fa(Un+1)
0<fa(Un+r)  Ta(un) < fa(un+r)  Or fy est croissante, donc un < Un+1.

: . . 2 .
c) La suite (un) est croissante et majorée par =, donc elle converge vers un réel L.

2 N (2)n 2 AL
3a)vn>1 0£uns§doncOsun < 3 . -1<5<1donc lim 3 =0.

3 n— +oo
Donc par encadrement, I|m Un =0.
b) Or fn(Un) 0 u"+ 9Un —-4=0 nllmooUnn + 9Un2 —4=0+ 9L2 —4 = 9L2 —
4 2

Donc9L?-4=0 L2%= g L=30u- % (impossible car un > 0). Donc lim un = %
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