Soutien Vendredi 07/02/2025 - Correction

Exercice 1
1) g est positive sur R (produit de facteurs positifs) et continue sur IR (produit de fonctions continues).
V X € R, g(-x) = | -x|e™? = | x|e*? = g(x) donc g est paire.

1 1 1

X
Soit X > 0. On note I(X) = fox xe*? = [ Ee'xz}o =- Ee'xz *3

l -X2 l_l + o 1 itd [t
x“ﬂ'w' #7 T+ 5=5 donc fo g(x)dx converge et vaut2 donc par parité f " g(x)dx converge et vaut 1.

Donc g est une densité de probabilité.
2) Vx e R, Fx(x) = [* g(t)dt

six <0, Fx(x) = [X g(ydt= f* -te'dt
. 1 oKk _1 1 1 1 1 1
. 24t — | =12 — =A X2  =A-X2 = = X2 — =a-X2 x2
Soit X<x: f;(( -t.etdt = [Ze }x =587 58 xIL”lo 2e 58T =5 donc Fx(x) =
1 1 1

- 1 =X — -
V x>0, Fx(x)zf_xoog(t)dtzjgog(t)dufOXg(t)dt=§+f0Xtet2dt=§—§e P4o=1-2e

%e‘xz six<0
donc Fx(x) = 1
1--e*2six>0
2
3) a) La fonction x — x.g(X) est impaire.
De plus lim X?(X.g(x)) = Jim x%e™2 = ( par croissance comparées.

Donc X.g(X) =+« o(lj Les fonctions sont continues et positives et f* * zdx converge, donc f+°° X.g(x)dx

converge.
Donc f ;‘” X.g(x)dx converge et vaut 0. Donc X admet une espérance et E(X) = 0.

b) De méme, la fonction x —— x?g(X) est paire.
Soit X > 0 et J(X) = JX x*g(x)dx = fX x*e™?dx
u(x) = x {u(x)—x

Intégration par parties : { 1 « uetvsontde classe C!sur [0; + oof.

V'(X) = xe™? v(x) = - 5e
-X2
Donc J(X) = [ X g } fx xe X2 = X ; + %|(x)_

Jim - X% =0 (croissances comparées) et _lim I(X) =1 donc lim J(X) = %

Donc fo”’ x%g(x)dx converge et vaut % Donc f :O‘” x%g(x)dx converge et vaut 1. E(X?) = 1.

Donc X admet une variance et V(X) = E(X?) - E(X)? = 1.
4)VxeR, Fy(x)=P(Y£x)=P(X<x)-P(X>-x)—1 Fx(-x) X>20<x<0.

_six<0,-x>0 donc Fy(x)=1- (1 — —exp( (- x)z)) = exp(-x?)

_six>0,-x<0doncFy(x)=1- Eexp (99 =1-3 > exp(-x2)

Donc V x € R, Fy(x) = Fx(x). Donc Y suit la méme loi que X.
5) V X € R, Fz(x) =P(Z < x) = P(X?<X)
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_Six <0, pas de solution Fz(x)=0
six >0, F2(X) = P(+\X < X <4/X) = Fx(\/X) = Fx(- \/X)
CommeA/x>0 Fx(y/x)=1 —% exp ( (\/?()2) =1- % exp(-x)

/X < 0 donc Fx(-/x) = %exp (- <V%°) = % exp(-X)

Donc Fz(x) =1 - % exp(-x) — % exp(-x) = 1 —exp(-x). Conclusion : Fz(x) = { (1) il ;;siox >0
6)a) VXe R, Fux)=P(U<x)=1-P(U<x)=1-P((X>xX)N(X">x))
=1-P(X>x)P(X>x’) (par indépendance)
=1—-P(X < x)? (méme loi)
=1-(1-F(x))?

2 2

e'ij six>0, FuX)=1- (1 - (1 - le'XZD —1_Lle2e

six<0 Fu(x):l—(l— 2 4

N[

2
1—(1—%6’(2) six<0
Fu(x) =

On voit que Fy est continue et de classe C! sur]- o ;0[ et ]0 ; + oof
1-Ye2egys0
2 >

2
H 1 -xz) — ( 1)2 — § H 1 -2X2 — § H
xlinol_(l_Ze =1- 1—2 =2 XIinol—4e —4donc Fu est continue en 0.

Fu est continue sur R et de classe C* sur R sauf peut-étre en 0, donc U est une densité de probabilité.

Exercice 2V x € R, Fx(-x) = [ f(t)dt

Posonsu =-t (< t=-u) Changement de variable affine, donc autorisé % =-1 "dt=-du"

Bornes:t=-x<u=x t—-0o&suU—+w
Donc Fx(-x) = [X_f(-t)(-dt) = [*=f(-tydt = [*= f(t)dt (car f est paire)

= [*efydt- [* f(Hdt=1-Fx(x)

Exercice 3

V X € R, Fy(X) = P(Y <x) = P((X1 < X)N(X2 £ X)) = P(X1 < X)P(X2 < x) (par indépendance)
= Fx1(X)Fx2(x) = F(X)2

X1 et Xz sont des variables a densité, de densité f.

Donc F est continue sur R et de classe C! sur R sauf en {x, ..., xp}. Donc Fy = F2 aussi.
Donc Y est une variable a densité.

VXxe R\{xyg...,xp} FY'(x)=2FX)F’(x)=2Fx)f(x).

Donc une densité de Y est définie par : V x € R, fy(X) = 2F(X)f(x).

Exercice 4

Vye R, Fy(X) =P(Y <y)=P(@X+b<y)=P@xX<y-b)

_sia>0:Fy(x)=P (XSLabj = Fx(Lab)
Fx est continue sur IR, donc par composee Fy aussi.

A . . . —-b
Avec les mémes notations que I’exemple précédent, % =Xi<y=ax +h.
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En dehors des points yi = ax; + b, Fy est de classe C* comme composée de fonctions de classe C*.
Donc Y est une variable a densite.
Pour tout y différent des (yi) Fv’(y) =% Fx’(%bj - % f(%bj

Donc une densité est définie par: Vy € R, fy(y) = % f(bb)

a
_Sia<0,0ﬂaZFy(y):P(XZ%b):]__FX(%b)

De la méme maniere, on a donc : Y est a densité et une densité est : fy(y) = - % f[y%ab).

Donc de maniere générale, Y est une VAR a densité et admet pour densité : fy(y) = ﬁ f(%j
a
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