Soutien algébre linéaire - Correction

Exercice 1
1) Si on note Cy, C», Cs les colonnes de A, on voit que Cy + C2 + C3 = 0 donc les colonnes ne forment pas
une famille libre. Donc A n'est pas inversible.

X X+4y—-5z2=0 4y —-4z=0 _
2) Soit X= [y}.f(X)=O<:>AX:0<:>{-X+2y—Z=0 @{Zy—22=0@{§;§
z -X+z=0 X=z
X 1 1
Donc Ker(f) = {[X] X € IR} = Vect [[1]] [1j est non nul, donc forme une base de Ker(f).
X 1 1

Ker(f) = {0} donc f n'est pas injective. Comme f est un endomorphisme en dimension finie, f n'est pas
surjective non plus.
a

3) a) Posons Y = [b] On cherche a quelle condition sur (a, b, ), I'équation f(X) =Y admet au moins une
C

solution.
X+4y—-5z=a X+4y-5z=a
fX)=Y <o | X+2y-z=b < by—6z=a+blLo—Li+L &

-X+z=¢C 4y—-4z=a+cC L3«—Li1+Ls
X+2y—4z=a
{ 6y —-6z=a+b
0=-a+2b-3c Lz« 2L>—3L3

Le systeme admet au moins une solution si et seulement si -a + 2b — 3¢ = 0.

a
Im(f) = {b] e Ma1(R), -a+2b—3c = o}

c

0 0 1

1 4\ (-5 1 4
Alors Im(f) = Vect(f(e), f(e2), f(es)) = Vect ({1J (ZJ (1D = Vect ({lJ (ZD carCz3=-C1-C»
-1/ \0 1 -1/ \0

Les deux vecteurs sont non colinéaires, donc forment une base de Im(f).

2b—3c 2) (-3
Ou:-a+2b-3c=0<a=2b-3c Im(f):{[ b j (b,c) e IRZ}:Vect{[lJ,{OB.
c 0/\1

Les deux vecteurs sont non colinéaires, donc forment une base de Im(f).

1 0 0
b) Soit e1 = (0] g2 = [1] e3= [OJ la base canonique de 31(IR).

a+b+c=0 a+b+c=0 a=0
4)a) aup +buz+cus=0<=ya-b+2c=0< b-c=0 Ly« Li—Ls Ls«—L1-L3<(¢c=0
a—b+c=0 2b=0 b=0

Donc la famille est libre. De plus dim(%,1(IR)) = 3, donc ¢ forme une base de 3 1(IR).

1 4 -5Y1 2 1 4 -5Y1 4
b) f(u1) = 0 car u1 € Ker(f) f(U2):Auz:[-1 2 -1}(-1}:(-2}:2112 f(u3):(-1 2 -1}[2}:[2]
-1 0 1A-1 -2 -10 1A1 0

a=

c=

b=

atb+c=4 a+tb+c=4 0
flus) =aur +buz+cus >ya-b+2c=2 2
a-b+c=0 2

2b-C=2y—Li—-Ly Lg«—Li- L3
2b=4
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000
Donc f(us) =2uz2 +2us. T=Mc(f)=|0 2 2|
002

5)a) TO3+0sT =03+ 03=03donc 03 € E
VMeE VM e &,
TM+M)+(M+M)T=TM +TM' + MT + M'T = (TM + MT) + (TM' + M'T) = 03 + 03 = 03
doncM + M' € &
VMeEVYieR, TOM)+(AM)T=A(TM + MT) =103 =03 donc AM e .
Donc & est un sous-espace vectoriel de 9(IR).

[abc} [OOOJ[ach[O 0 O}
b)PosonsM=|d e f| TM=|0 2 2| d e f|=|2d+2g 2e+2h 2f+2i

002Ngh i 29 2h 2i

0 0 2b 2b+2c 0 2b 2b +2c
2 =0 2 2e+2f | MT+TM=|2d+29 4e+2h 2e+4f+2i
2

0 2h 2h+2i 29 4h 2h + 4i

rb=0 rb=0
b+c=0 c=0

g;ﬂ;ﬂ) ﬁzg a 00 100

MT + MT =0 < < oY ¢_~.DonceE=7|/000|acR =Vect|/|0 00
e+2f+i=0 f=0

_ _ 000 000
g=0 d=0
h=0 e=0
Ch+2i=0 Li=0

Le vecteur est non nul, donc il forme une base de .

6)a) VMe mMm(R), VM e m(R), VAelR,
gM+M)=TM+M)+(M+M)T =TM+TM'+ MT + M'T

=(TM + MT) + (TM' + M'T) = g(M) + g(M").

g(AM) = T(AM) + (AM)T = A(TM + MT) = Ag(M) donc g est un endomorphisme.
b) Ker(g) ={M € 93(IR) / TM + MT =03} = € Don dim(Ker(g)) = 1.

D'apres le théoreme du rang, dim(Im(g)) = dim(93(IR)) — dim(Ker(g)) =9-1=8.

Exercice 2
1)a)Siafi +bf2+cf3=0:Vxe R a+be*+ce?=0
lim a+be*+ce®*=a donca=0 beX+ce®*=0 EnO:b+c=0 c=-b

X — +o0
b be e
e

5=0 b—21:0 Comme #io,onab:Odoncc:O.
e e

Enl: bel+ce?=0

La famille est libre.
2) On sait que la dérivée est une application linéaire (d(f + g) = d(f) + d(g), d(Af) = Ad(f)).
Deplus,sife F:f=afi +bf2+cfs Vx e R, f(x) =a+beX+ce?
Donc f'(x) = -be* — 2ce® = -bfy(x) — 2cf3(x) doncf'e # Donc d est un endomorphisme de .
3) a) g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables.
VX e R, g'(x)=f'(x)e* + 2f(x)e* = (f(x) + 2f(x))e>* = 0xe** =0 car f € . Donc g est constante.
b) Doncil existe unréel Atelque: Vx e R, g(x) =2  f(x)eZ =1 f(x) =1e? = Af3(X).
Donc f € Vect(fs). Donc G c Vect(fs).
Inversement, si f e Vect(fs) : il existe unréel L tel que f=2f; f(x) =re® Vx e R.
Donc f'(x) = -22e%  f'(x) + 2f(x) = -2Ae> + 20 # =0 donc f € G. Donc Vect(fs)  G.
Donc g = Vect(fs).
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