Soutien Applications linéaires — Correction

Exercice 1
def suitea(n):
a=0;b=1
while b-a>10**-4:
c=(a+b)/2
if c**n-n*c+1>0:
a=c
else:
b=c
return(a) On trouve a0 ~0,0999755...

Exercice 2
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”‘\‘(1 2)(1-2)‘(4 42) ’\‘4A‘(4 42)‘(4 -8)_(0-4)_4b'
A% _4A + 41, = 0 donc X2 — 4X + 4 est un polyndme annulateur de A.
2)a) A(A-41)=-41; A (% A+ |2) = I, donc A est inversible et Al = - %A + 2.
b) A est inversible donc f est un automorphisme.

3) a) Les vecteurs sont non colinéaires, donc forment une famille libre.
card(uz, uz2) = 2 et dim(92,1(R)) = 2 donc c'est une base.

6 -16\ 4 8
b)ﬂuﬂzzAulz(l -2)(1):(2):2“1
6 -161 6 4a+b=6
f(uz) = (1 2 )(O) = (1) = u1 + 2u2 (a vue ou par systeme : f(uz) = auz + buz @{ ba: 1 S { a
21
Donc T = (0 2).
c) Soit B la base canonique. Alors A = Mg(f). On sait que T = Mc(f).
41
Posons P =Pg _.c = (1 0). Alors d'aprés la formule de changement de base, A = PTP.

4) a) Par récurrence sur n :

10 10 . .
_pourn=0:T=1, 20(0 1):(0 1): I, donc la propriété est vraie pourn =0
. Nn_ona 2 N
_supposons qu’a un rang n, T"=2"4 4 5 |.

2 n\21 4 2+2n 2n+1 2n+1
+1 — — on-1 =onl =l =
aors T =TT = 20§ DG 5 )=2m(g 2=z 0"y )=2(5 ")

2 n
N _ »n-1
DoncYnelN, T =2 (O 2).

b) A =P.T.P donc A" = P.T" P!
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5)a) SoitM € M(R). T € M(R) donc TM e 2(RR) et 2M € M2(RR) donc (M) € M2 (R).
VMe M(R), VM' e Mo(R), VA € R,
oM+M)=TM+M)-2M+M)=TM + TM' - 2M - 2M'
=TM-=2M + TM' = 2M' = (M) + ¢(M)
o(AM) = T(AM) — 2(AM) = ATM — 2AM = A(TM — 2M) = Ap(M) donc ¢ est un endomorphisme de M>(IR).

msoitm=(3 g) 1= (05 )¢ a)=("% " %)
o =5 " )52 20)=(5 o)
@(M):o@{gzg donc Ker (o) :{(8 g) (a,b) e IRZ}:Vect((é 0), (8 éD:Vect(Eu, E12).

Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc forment une base de ker(¢).
D'aprés le théoreme du rang, dim(Im(o)) = dim(2,1(IR)) — dim(Ker(p) =4 -2 = 2.

A . 00 00 10 0
c) D'aprés la question b), ¢(E1,1) = (0 0) o(E1p) = (0 O) 0(E21) = (0 0) 0(E2p) = (O O)
0010 0010N0010 0000
|0001 ,_ 00010001 | |00O00O ”_
DoncC=1 49 ¢ 0 DC=lo000f0000||0000|donce =0
0000 000O0/\N0000O0 0000
Exercice 3

1) Si v est bijective : B est inversible.

Dans ce cas, AB =0, = ABB1=0,B* A=0, donc BA=0;

Il'y a contradiction, donc v n’est pas bijective.

De méme, si B = 0 alors BA = 02. Donc v n’est pas I’endomorphisme nul.

Donc rang(v) = 1.

De plus, d’aprés la formule de BA, on voit que v(u(e1)) = e1, donc e1 € Im(v). ez est non nul donc forme une
famille libre, et dim(Im(v)) = 1, donc ez est une base de Im(v). Im(v) = Vect(e1)

2) De méme que pour la question 1, on peut montrer que u est de rang 1, donc par le théoréeme du rang, que
Ker(u) est de dimension 1.

e1 € Im(v), donc il existe un vecteur z tel que e1 = v(z). Donc u(e1) = u(v(z)) = 0 d’apres la formule de AB.
Donc e; € Ker(u). De la méme maniére que dans la question 1, on a donc Ker(u) = Vect(e1).

0
3) u(e1) =0, donc A est de la forme A = (0 g)

d
Im(v) = Vect(e1) donc B est de la forme B = (8 0)

0 a)cd 00 cdyoa 0 ac+hd
pans e cas A= (g 5 g 0)= (0 o) «t8A=(g o)lo 5)=(0 5 ")

. . . . 0 a cd
Donc les matrices qui conviennent sont les matrices de la forme A = (0 b) etB= (0 0), avecac + bd =1.
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