Soutien Vendredi 24 Janvier - Correction

Exercice 1

6 -16) 6 -16 20 -64 20 -64 24 -64 -4 0
2 — — 2 — — —
DA ‘(1 -2)(1 -2)‘(4 -12) A ‘4A‘(4 -12)‘(4 -8)_(0 -4)"4'2'
2) A% —4A + 41, = 0 donc X2 — 4X + 4 est un polyndme annulateur de A.

X% —4X + 4 = (X — 2)? donc la seule valeur propre possible est 2.

4 -16 . .
A-2lp= (1 4 ) C2 =- Cydonc A — 2l n'est pas inversible. Donc 2 est valeur propre de A.

. . . . . 20
3) Si A est diagonalisable, alors A = PDP, avec P inversible et D = (O 2) =2l (2 est la seule valeur
propre) donc A = P(212)Pt = 2PI,P1 =21, Or A = 2I, donc A n'est pas diagonalisable.

4x —16y =0
Ou : 2 est la seule valeur propre et (A —212)X =0 <:>{X_4y :yo S X =4y,

4 4
Donc E2 = Vect ((1)) (1) est non nul donc c'est une base de E».
dim(E2) =1et A € M2(R) 1<2donc A n'est pas diagonalisable.

Exercice 2
_ (x B (-8-2)x—10y =0 {5x+(7-7w)y=0
l)SOItXeIRetX—(y).AX—XX@{SX_F(?_My:O sbliel (-8-1)x—10y =0
5+ (7-A)y =0
{(-}\‘2-}\‘+6)y:0 L2(—(8+7\,)L1+5L2

Le systéme n'est pas de Cramer si et seulementsi-A> -1 +6=0 (A—2)(-1-3)=0
A=2o0ui=-3 Sp(A)={-3;2}

5x+10y =0 -2\ (-2
_A=-3: { 0=0 Y < X =-2y donc E-3 = Vect (( 1 D ( 1 ) est non nul, donc est une base de E-.

-1 -1
_A=2:5x+5y=0<x=-y E2:Vect((1D (Jestnon nul, donc est une base de Eo.

-1
1 ) ( 1 ) forment une base de

2) dim(E-3) + dim(E2) = 2 et A € M(R) donc A est diagonalisable et (
Vecteurs propres.

2 -1 -3 0
Donc d'aprés la formule de changement de base, A = PDP, avec : P = ( 11 ) etD= ( 0 2)

Ou : A a 2 valeurs propres distinctes et A € M>(IR) donc A est diagonalisable.

Exercice 3

3 -2 -1\x 0 3x-2y-z=0 y-z=0 .
1) a)SoitX € M31(R). fX)=0<=|2 -1 -1|y|=|0|y2X-y-2=0 < y—z:OQ{X

1-1 0z 0 x-y=0 X=y

y 1 1
Donc Ker(f) = {{yj X e IR} = Vect [(ln doncu= (1} convient.
y 1 1

b) Ker(f) = {0} donc f n'est pas bijective. Donc A n’est pas inversible. Donc O est valeur propre de A.
Et Eo(A) = Ker(f) = Vect(u).

y
y

2 -2 -1
R ~ 2X—2y—-z=0 {ZX—ZV—ZZO
Z)A—lg—[i j _1} (A_I3)X_0<:>{X—y—220 z=0 Ly« Li1-2L;
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_ y 1 1
@{ ;(_ g donc E1(A) = {[y} Ze IR} = Vect [[1B Doncv = (1J convient.
- 0 0 0

3-» -2 -1 X-y—-Az=0
3Soithe RA-Alz=| 2 -1-A -1 | (A-A3)X=0«<72x+(-1-A)y—-z=0 (avec L1+ Ls)
1 -1 - B3-A)x-2y-z=0

X-y-Az=0
c>{(k1)y+(-2x+1)z:0 Lo« 2L — Lo

A-1)y+(A2-31+1)z=0 Lz« (3-A)L1—Ls

X — y—- Az=0
@{ A-ly+(-2r+1)z=0

(A?-2)z=0 Ls<Ls—L

Le systéme n'est pas de Cramer si et seulementsiA—1=00uX2—A =0 (< A(h—1) =0).
Donc les valeurs propres sont 0 et 1, il n'y en a pas d'autres.

4) A a deux valeurs propres 0 et 1 et dim(Eo(A)) + dim(E1(A)) =2 < 3.
Donc A n'est pas diagonalisable.

X 3X—-2y—-z=1+X 2x-2y—-z=1
5)Posonsw=|Y |f(W)=v+we ) 2X—y—-Z2=1+y & 2X-2y-z=1

z X-y=12z X-y-z=0
1
2x—-2y—-z=1 {2x—2y:2 B N _ :
<:>{ 7=1 Lyeli-2L, Slz=1 Avecy =0, on trouve X = 1. Doncw-[Cl)J convient.

1 1 1 0 atb+c=0 atb+c=0
Slau+bv+cw=0«<a 1 |[+b[1|+c/0|=|0| <9a+b=0 <1¢6=0 Lae—L1-Lo

1 0 1 0 a+c=0 b=0 L3« Li-Ls

.y 111
- { ¢=0 lafamille est libre. De plus dim(s31(R)) = 3 donc c'est une base. P=Ps ¢ = {1 0 OJ
c=0 101

6) u € Ker(f) donc f(u) =0 f(v) = v (car v vecteur propre de valeur propre 1) et f(w) = v + w.
000

Donc T = (0 1 1]_
001

7) A = Mg(f), T = Mc(f) et P = Pg . donc d'aprés la formule de changement de base, A = PTP™!

Donc A" = (PTPY)" = PTP!PTPL.. PTPL=PT"PL

Ou: A" = Mg(f"), T" = Mc(f") et P = Ps .cdonc A" = PT"P"L

8) a) Par récurrence surn :

100 00 000
T'=T={011| pourn=1:{01n|={0 11} Doncvraipourn=0.
00 001

0
n
001 1

0

n

1

0 00 O 00O
1]:[0 1 n+1], Donc V n e IN*, T”:[O 1 n}
1 001

00 1

00
Supposons qu'aunrang n, T" = [O 1
00
00
01
00

000
Alors T"™= T"xT=(0 1 n
001

o O o
o O o

o O
—

000
Remarque : On pouvait aussi utiliser le binbme de Newton en remarquant que T = [0 1 OJ + (
001

b) On voit facilementqueu—-v=es uU—-w=¢g
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1 1 1 atb+c=1
e1:au+bv+cw<:>a[1}+b( ] [OJ:[O]@{a+b:O @{
1 1 0 a+c=0
Doncei= -u+v+w

-11
c)DoncP1=Pc g= ( 0 ] (ou par pivot)
-1

000
Donc [0 1 n][
001
111 0 1 n+1
101 1
Exercice 4
1) Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Alors A(BX) = (AB)X = (BA)X = B(AX) = B(AX) = A(BX)
Donc BX € Ex(A) ;

1
1
n+2 -n-1 -1
[n+1 -n -1}

-a=1 a=-1
b=-ae=<{b=1

c=-a c=1

Comme Ex(A) est de dimension 1 et que X est non nul, X est une base de Ex(A). Donc il existe un réel u tel

que BX = pX.
Comme X = 0, X est bien un vecteur propre de B.

01
2) Posons A = I, etB-(1 O)

A et B commutent de maniére évidente.
On trouve E1(A) = M2,1(IR), de dimension 2.

1
Avec X = (0) AX =1.X donc X est vecteur propre de A.

0
B.X= ( 1 ) n’est pas colinéaire a X, donc X n’est pas vecteur propre de B.
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