Graphes aléatoires d'Erdds-Renyi - Correction

1. Choisir une aréte, c'est choisir un couple non ordonné de sommets distincts (car le graphe est non orienté).

Il'y adonc (2) = mnz—_l) possibilités. G a au maximum ﬂ(nz_—lz arétes.

Ou : si le graphe est complet, chaque sommet est relié a chaque autre sommet, donc chaque sommet est de

degré n — 1. Donc la somme des degrés est égal a n(n — 1). D'aprés le lemme d'Euler, on a donc gnz;ll

arétes.
2. import numpy.random as rd
def listAdj(S,p):
n=len(S)
L=[[] for i in range(n)]
foriin range(n):
for jin range(i):
if rd.rand()<p:
L[i].append(S[j])
L[j].append(SIi])
return(L)
3. Dk compte le nombre d'arétes issues de A. Il y an — 1 arétes possibles.
La probabilité de chaque aréte est p. Par indépendance, on a donc : Dx — ®(n — 1,p).
Ou:onvoitque Dk=Tik+ ... + Tk-1k + Tkk+1 + ... + Tkn (S0mme de n — 1 variables de Bernoulli
indépendantes). Donc Dx — B(h — 1,p).

4. Pourtoutk € {1,... ,n},P(Xk=1) =P(Dx=0) = (nbl)po(l —p)"t=(@-p).
Donc Xk — 8((1 - p)™*)
Z, compte le nombre de sommets isolés et pour toutk € {1, ..., n}, Xk =1 si sk est isolé, 0 sinon;

n n n
Donc Zn= Y Xk E(Zn)= L E(X) =Y 1-p)"L=n.(1-p)™?
k=1 k=1 k=1
2 —

0°=0 .
b) Remarque : { 12=1 donc si X — ®(p), X? = X,

n 2 n n
znzz[kzxkj =YXE+2 Y XXz I Xe+2 Y XX,
=1 k=1 1<i<j<n k=1 1<i<j<n
c) sii#]j, (Xi=21)N(Xj=1) ="les deux sommets s; et sj sont isolés"
="il n'y a pas d'arétes : _ entre s; et s;
_entre sj et sk pour K # i,
_entre sj et sk pour kK =1i,j "
Entout: 1+(n-2)+(n-2)=2n-3.
Par indépendance entre les arétes, P((Xi = 1)n(Xj = 1)) = (1 - p)*"3
E(XiXj) =0 x 0 x P((Xi = 0)n(Xj=0)) + 0 x 1 x P((Xi=0)n(Xj=1)) +1x0xP((Xi=1)N(X;=0)) + 1 x
1x P((Xi = )n(X; = 1)) = (1 - p)*"?

Donc par linéarité de I'espérance,

E(Zd)= TEX)+2 ¥ E(XX)=n(l-py+ 20 p Y »
k=1 1<i<j<n =2i=1
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=n.(1-p)"t+2(1-p)*3 i (-1

j=2
n-1
=n(L-pyt+ 20 - 3 =na-prteaw-p A gt @ pe -y
=1
5) a) def Z(Ist):
Z=0
n=len(lIst)

foriin range(n):
if Ist[i]==[]:
Z=7+1

return(2)
On teste la situation pour plusieurs valeurs de ¢ (0.3, 0.5, ...,1.7) et pour n = 1000.
Pour chacune de ces valeurs, on effectue 200 fois I'expérience, et on calcule la fréquence de I'événement : le
nombre de sommets isolés est égal a 0.
D'apreés la loi faible des grands nombres, cette fréquence est proche de la probabilité de I'événement.
Pour ¢ < 1, il semble que cette probabilité soit tres proche de 0, et pour ¢ >1, qu'elle soit trés proche de 1.
Conjecture : sic <1, nIim P(Z,=0)=0 sic>1, Iim | P(Zn=0)=1.

6. a)i(l_g_)% 1-pn=1- CJ_) doncn|mei(1—€—)% 1 par croissances comparées.

donc (1 — Pn) ~+oo (1- pn) :
(1 —_pn)n _ en.lrj(lfpn) = exp (njn(]_ — Cmnﬂz) + C'In(n))

N oI
In(1+X) =0 X - X72 +o(X?) et Jim - LV:]DZ 0 donc In ( C.Inn(n)) - C.lnn(n) B Cz'lnnz(n)z +0 (CZ.I:Z(“)Z)
n. In (1 Ar:]ﬂl) cin(n) & .In(n)2 ‘o (c .In(n)Z)

n. In (1 M) +cIn(n) = M (Mz) In n)>2
Lr[lwﬂl 0 par croissances comparées donc I|m n. In ( Mj 0. Donc n|me§_P_L 1

Donc (1 — pn)" ~+o N
b) Zn est a valeurs positives et admet une espérance, donc d'apres l'inégalité de Markov poura=1:

P(Z,>1) < ﬂ%} donc 0 <P(Zn>1) <n(1—pn)™t

N1 —pn)"t~sonn®= nil ¢>1donc lim %1 =0donc lim n(1-pn)™ = 1=

Par encadrement, nI i mP(Zn21) =0.

VNn>2,P(Zh=0)=1-P(Zy>1). Donc limP(Z,=0)=1.

) Z» admet une espérance et une variance, donc d'apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

Ve>0,P (|zn—E(zn)| Zs)sﬂngl.

) _ V(Zn)
Avece=E(Zn): P (| Zn—E(Z0)| > E(Zn)) < E(Z0)?
Or | Zo — E(Zn)| 2 E(Zn) < Zn— E(Zn) 2 E(Zn) 0U Zn — E(Z0) < - E(Zs) < Zn > 2E(Zs) 0u Zn <0

< Zn > 2E(Zn) ou Zn =0 car Z, est a valeurs positives.
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_ V(Zo)
Donc P(Z,=0) <P (| Zo—E(Z0)| = E(Zn)) S

V(Zy) _E(Za) —E(Zn)* _ E(Z:%) n(1—pn)™* +n(n - (A —pn)*™®

1= 1

EZ)  E@)Y T E@Z)? 20 - por?

_ 1 Lh-1 y 1 L

= n(l_pn)n-l n 1_pn

n(l—pn)”'1~+°°n1*0_c<1d0nC lim n(l—pn)n'1:+oo donc Ilm;n-lzo
n — +oo n*)+mn(1_pn)

lim pn =0 donc lim -1 =L D tdone limP=ta

n— +oo n~)+ool—pn n n e

Donc nllrpw%(?)% =0et0<P(Zn=0)< %(?)LZ Donc par encadrement, nIim P(Z,=0)=0.
n n =t

d) La conjecture:sic<1, nILrTJOOP(Zn =0)=0 sic>1, nILrQOOP(Zn =0)=1

est donc correcte.
(1l reste a étudier le cas ¢ = 1...)
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