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Thème : Fonction de survie - Correction 

Préliminaires  x  IR, SX(x) = P(X > x) = 1 – FX(x) 

FX est croissante sur IR, donc SX est décroissante sur IR. 

lim
x → +

FX(x) = 1 donc lim
x → +

SX(x) = 1 – 1 = 0.  

Partie I 1. 
k=0

n

 k P(X = k) = 0.P(X = 0) + 
k=1

n

 k ( )P(X > k – 1) – P(X > k)  

= 
k=1

n

 kP(X > k – 1) – 
k=1

n

 kP(X > k)  (avec k' = k – 1) = 
k'=0

n-1

 (k + 1)P(X > k) – 
k=1

n

 k.P(X > k) 

= 
k=0

n-1

 k.P(X  k) + 
k=0

n-1

 P(X > k) – 
k=1

n

 k.P(X > k) 

= 0.P(X > 0) – n.P(X > n) + 
k=0

n-1

 P(X > k) = 
k=0

n

 P(X > k) – (n + 1)P(X > n)  

= 
k=0

n

 SX(k) – (n + 1)P(X  n + 1). D’où le résultat     (Ou par récurrence) 

2. Si X() = {0, …, n} alors P(X  n + 1) = 0   et 
k=0

n

 k.P(X = k) = E(X). 

L'égalité devient : 
k=0

n

 SX(k) = E(X)    (c'est-à-dire 
k=0

n

 P(X > k) = E(X))  (voir exercice 1 feuille 2 chapitre 6) 

3. Pour n  IN, posons Tn = 
k=0

n

 SX(k) et Un = 
k=0

n

 k P(X = k). 


n  0

 SX(n) est une série à termes positifs. Si elle converge, sa somme partielle est majorée par un réel M.  

Donc n  IN, Tn  M. 

Or l'égalité du 1) s'écrit : n  IN, Tn = (n + 1)P(X  n + 1) + Un    et (n + 1)P(X  n + 1)  0  

donc Un  Tn  M. 
n  0

 

 kP(X = k) est aussi une série à termes positifs, dont la somme partielle est majorée. 

Elle est donc convergente (absolument). Donc X admet une espérance. 

4. Si X admet une espérance : a)  k  n + 1     k  n + 1  k.P(X = k)  (n + 1)PX = k)  (car P(X = k)  0). 

Donc 
k=n+1

+ 

  k.P(X = k)  
k=n+1

+ 

 (n + 1)P(X = k)      
k=n+1

+ 

  k.P(X = k)  (n + 1) 
k=n+1

+ 

 P(X = k) 


k=n+1

+ 

  k.P(X = k)  (n + 1)P(X  n + 1). 

b) 
k=n+1

+ 

  kP(X = k) = 
k=0

+ 

 k.P(X = k) – 
k=0

n

 k.P(X = k).  (voir ex. 3 feuille 1 chapitre 4) 

Or lim
n → +

 
k=0

n

 k.P(X = k) = 
k=0

+ 

 k.P(X = k)  donc lim
n → +


k=n+1

+ 

  k.P(X = k) = 0.  

Comme n  IN, 0  (n + 1)P(X  n + 1)  
k=n+1

+ 

  kP(X = k) par encadrement : lim
n → +

(n + 1)P(X  n + 1) = 0. 

b) Si X admet une espérance, on a donc :  

Tn = (n+1)P(X  n+1) + Un   avec lim
n → +

Un = 
k=0

+ 

 k.P(X=  k) = E(X) et lim
n → +

(n+1)P(X  n+1) = 0 donc  
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lim
n → +

Tn = E(X). Donc la série 
n  0

 

 SX(n) converge et 
k=0

+ 

 SX(k) = E(X). 

Partie II a) X est une variable à densité, donc FX est continue sur IR. 

De plus f est continue sur ]0; + [, donc FX est de classe C1 sur cet intervalle. 

Comme SX = 1 – FX, SX est aussi continue sur IR et de classe C1 sur ]0; + [. 

b) Intégration par parties : 



 
u(x) = SX(x)

v'(x) = 1
   




 
u'(x) = - f(x)  (car SX = 1 – FX)

v(x) = x
      

u et v sont de classe C1 sur [0;A]. (car f continue à droite en 0) 

Donc 0
A SX(x)dx = [ ]xSX(x)

A

0  +  0
A x.f(x)dx 

0
A SX(x)dx = A.SX(A) – 0.SX(0) +  0

A x.f(x)dx = A.SX(A) + 0
A x.f(x) dx. 

c)  A  0   A.SX(A)  0 donc 0
A x.f(x) dx  0

A SX(x) dx 

Si l'intégrale 0

+  SX(x) converge, la fonction étant positive, 0
A SX(x) dx est majorée par un réel M. Donc 0

A 

xf(x) dx est aussi majoré par M. 

Comme la fonction x ⎯⎯→ x.f(x) est positive, 0

+  x.f(x) est convergente. Donc X admet une espérance. 

d) Si X admet une espérance :  x  A    x.f(x)  A.f(x)  (car f positive) 

donc par croissance de l'intégrale, A

+  x.f(x) dx  AA

+  f(x)dx        A

+  x.f(x) dx  A.SX(A). 

e) Si X admet une espérance,  

A

+  x.f(x) dx = 0

+   x.f(x) dx – 0
A x.f(x)dx donc     (voir ex 2 feuille 1 chapitre 12) 

lim
A → + 

A

+  x.f(x) dx = 0

+   x.f(x) dx – 0

+   x.f(x) dx = 0. 

Comme 0  A.SX(A)  A

+  x.f(x) dx, par encadrement lim
A → + 

A.SX(A) = 0 

Donc lim
A → + 

0
A SX(x) = 0 + 0

+  x.f(x)dx = E(X). Donc 0

+  SX(x)dx est convergente et vaut E(X). 

Donc 0

+  SX(x)dx est convergente si et seulement si E(X) existe, et dans ce cas,  E(X) = 0

+  SX(x)dx. 

Complément : 

1. si h  0, P(X  t)(t  X < t + h) = 
P( )(X  t) (t  X < t + h)

P(X  t) 
 = 

P(t  X < t + h)

 P(X  t)
 = 

FX(t + h) – FX(t)

 SX(t)
 

Donc 
P(X  t)(t  X < t + h)

 h
 = 

1

SX(t) 
 
Fx(t + h) – FX(t)

 h
 

Or FX est dérivable en t, donc lim
h → 0+

 
Fx(t + h) – FX(t)

 h
 = FX’(t) = f(t)  

Donc (t) = lim
h → 0+

P(X  t)(t  X < t + h)

 h
 = 

f(t)

 SX(t)
. 

2. a)  t  0, (t) = 0
t (u)du = 0

t 
f(u)

 SX(u)
 du = - 0

t 
- f(u)

 SX(u)
du (et on sait que SX’ = -f) 

Donc (t) = [ ]- ln(SX(u))
t
0 = - ln(SX(t)) + ln(SX(0)) =  - ln(SX(t)) + ln(P(X > 0)) = - ln(SX(t)) + ln(1) 

= - ln(SX(t)) 

b) Donc ln(SX(t)) = -(t)    SX(t) = exp(- (t)) 

Or la fonction  est continue sur [0 ; + [, donc  est dérivable sur [0 ; + [ et ’ = . 

Donc SX’(t) = - (t) exp(- (t))      - f(t) = - (t) exp(- (t))       f(t) = (t)exp(- (t)) 


