Théme niveau 2 : Espérance et fonction de survie

Rappels :
_ Soit (un)n e v UNe suite a valeurs positives.
N
Alors la série D’ un converge si et seulement si la somme partielle Sn = > un est majorée.
neliN n=0

_ Soit f une fonction continue sur [a;+ oo et positive sur [a;+ oof.
Alors l'intégrale f; ® f(x)dx converge si et seulement si la fonction X — fax f(x)dx est majorée.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R™.
On note Sx la fonction définie sur R a valeurs réelles, telle que : v x € R, Sx(x) = P(X > x).

Préliminaires
Justifier la monotonie de la fonction Sx sur IR et trouver la limite de Sx(x) lorsque x tend vers +oo.

Partie |
Dans cette partie, on suppose que X est discréete et a valeurs dans IN.
1. Etablir pour tout entier naturel n, I’égalité :

5 Sx(k) = (n+1)P(X =n+1) + 5 k.P(X = K)
k=0 k=0

2. Dans le cas particulier ou X(©2) = {0, ..., n}, que devient cette formule ?

Revenons au cas général X(Q2) = IN :
3. Si la série de terme général Sx(n) est convergente, montrer que X admet une espérance.
4. On suppose dans cette question que X admet une espérance.

+ o
a) Montrer que Vn e N, >, kP(X=Kk) > (n+ 1)P(X>n+1).
k=n+1

En déduire que lim (n+1)P(X=n+1)=0.
b) En déduire, que si X admet une espérance, alors la série de terme général Sx(n) est convergente, et
exprimer I'espérance de X a l'aide de la fonction Sx.

Partie Il

Dans cette partie, on suppose que X admet une densité f nulle sur ]J-o0,0[, continue sur ]0,+oc[ et continue a
droite en 0.

a) Montrer que la fonction Sx est continue sur IR et que sa restriction a [0 ; + oo[est de classe C* sur [0,+oo].
b) Etablir pour tout réel A > 0, I’égalité : fOA Sx(x) dx = ASx(A) + fOA x.f(x) dx.

c) En déduire que si I’intégrale f0+ * Sx(x)dx est convergente, alors X admet une espérance.

d) Montrer que si X admet une espérance, alors on a pour tout réel A>0:

L7 x£(x) dx = ASx(A).

e) Déduire des résultats précédents que X admet une espérance si et seulement si 1’intégrale
f0+ * Sx(X) dx est convergente, et que dans ce cas, on a: E(X) = fo+°° Sx(x) dx.
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Conclusion :

_ Si X est une variable aléatoire a valeurs dans {0, ..., N}, alors

N
E(XX)= > P(X>n).
n=0
_ Si X est une variable aléatoire a valeurs dans IN, alors X admet une espérance si et seulement si la série

> P(X > n) converge et dans ce cas,
n>0

+ oo
E(XX)= > P(X>n).
n=0
_ Si X est une variable a densité, a valeurs positives, et de densité f continue sur ]0; + oo],
alors X admet une espérance si et seulement si l'intégrale f ** P(X > x)dx est convergente, et dans ce cas :

0
E(X) = [** P(X > x)dx

Complément : Taux de hasard

Reprenons la situation ou X admet une densité f nulle sur ]-o0,0[, continue sur ]0,+oo[ et continue a droite en
0.
Pxs>p(t< X <t+h)

h :

1. Pour t € [0;+ oof, on note A(t) = hlirr})+
ﬁ

_ _f®
Montrer que A(t) = S (D)
2. On appelle taux de hasard cumulé la fonction A définie par: V t >0, A(t) = fot A(u)du.
a) Montrer que V t >0, A(t) = - In(Sx(t))
b) En déduire que v t > 0, f(t) = A()exp(- A(t)).
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