Theme Fonctions génératrices - Correction

I. Fonction génératrice d'une variable finie

n
1. D'aprés le théoréme de transfert, Gx(t) = E(tX) = >, tP(X = i)
i=0

2. a) Donc Gx(1) = % 1P(X =i) = i P(X=1i)=1(car (X=1)o<i<nS.C.E.)
i=0 i=0

n
b) Gx est un polynéme en t, donc est de classe C* et Vt € R, Gx'(t) = X_ i.t"!P(X =)
i=1

donc Gx'(1) = ﬁ i.P(X= i). OrE(X)= i iP(X=i)= % i.P(X= i) donc Gx'(L) = E(X).
i=1 i=0 i=1

c) De méme, Gx"(t) = i i(i — Dt?P(X = i) donc
i=2

Gx"(1) = i i(iF1)P(X=1) = % i(i — 1)P(X=1i) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X)
i=2 i=0
donc E(X?) = Gx"(1) + Gx'(1) et V(X) = E(X?) — E(X)? = Gx"(1) + Gx'(1) — Gx'(1)2.
O0sik<j

3) a) SOltJ € {0, ceey Il} (tk)(]) = { k(k 1) (k J + 1)tk,

thI ik > j

(k )'

b) donc Gx O(t) = _z t-IP(X = )

( )

SPPX=+(+D)IPX=j+)t+... +

P(X =n) t™

=)

¢) Donc Gx 9(0) = jIP(X= j). (les autres termes s'annulent).

Donc P(X= j) = 41—2 la loi de X est entiérement déterminée par G.

4.Vt e R, Gy(t) = E(t) = E(t¥*?) = E((t?)*t") = t’E((t?)*) = t°Gx(t?).

5.Si X— 3(n, p)
L oo ] ]

ex(t) = 2t (Np'@-p) =3 (7))@ -p)" "= (tp+1-p)" (formule du binome)
i=0 i=0

I1. Fonction génératrice d'une variable discréte

1. > tP(X = i) converge absolument ?

-1<t<1donc|t] <1et|[tP(X =i)| <P(X= i)

> P(X =1i) converge (la somme vaut 1) donc > |t‘P(X = i)| aussi. Donc la série est absolument convergente.

+ 00
D'aprés le théoréme de transfert, Y= t* admet une espérance et Gx(t) = E(tX) = Y tP(X = i).
i=0

2.2)Si X Gp) : Gx(t) = ¥ (1~ p)ip = pt 3 t1(1 - p)i*

i=1 i=1
. . + o0 N 1 pt
| J— —_ _ I = —
(ir=i-1) —pt%(t(l P =Pt T Ty T Tt
(Il'y a convergence ssi -1 < t(1 — p) < 1 c'est-a-dire - 1T1p <t< rlp)
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b) Gx est de classe C*sur Ret V t € R, Gx’(t) = Ae -1
Par récurrence immédiate, ¥ j € IN, V t € R, GxO(t) = Me*t~D donc GxO(0) = Me™?.
Gx9(0) _ Me*

DoncVje IN,P(X=j) = TR .Donc X — @&\)
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