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Thème Fonctions génératrices - Correction 

I. Fonction génératrice d'une variable finie 

1. D'après le théorème de transfert, GX(t) = E(tX) = 
i=0

n

 tiP(X = i) 

2. a) Donc GX(1) = 
i=0

n

 1iP(X = i) = 
i=0

n

 P(X = i) = 1 (car (X = i)0  i  n S.C.E.) 

b) GX est un polynôme en t, donc est de classe C et t  IR, GX'(t) = 
i=1

n

 i.ti-1P(X = i) 

donc GX'(1) = 
i=1

n

 i.P(X=  i).   Or E(X) = 
i=0

n

 i.P(X = i) = 
i=1

n

 i.P(X=  i) donc GX'(1) = E(X). 

c) De même, GX"(t) = 
i=2

n

 i(i – 1)ti-2P(X = i)  donc  

GX"(1) = 
i=2

n

 i(i–1)P(X = i) = 
i=0

n

 i(i – 1)P(X= i) = E(X(X – 1)) = E(X2) – E(X) 

donc E(X2) = GX"(1) + GX'(1) et V(X) = E(X2) – E(X)2 = GX"(1) + GX'(1) – GX'(1)2. 

3) a) Soit j  {0, …, n}  (tk)(j) = 




 

0 si k < j

k(k – 1)…(k – j + 1)tk – j = 
k!

 (k - j)!
  tk-j si k  j

  

b) donc GX
 (j)(t) = 

i=j

n

 
i!

 (i – j)!
ti – jP(X = i)  

= j! P(X = j) + (j + 1)! P(X = j+1) t + … + 
n!

 (n – j)!
 P(X = n) tn-j 

c) Donc GX
 (j)(0) = j!P(X=  j). (les autres termes s'annulent). 

Donc P(X=  j) = 
GX

 (j)(0)

 j!
   la loi de X est entièrement déterminée par G. 

4.  t  IR, GY(t) = E(tY) = E(taX+b) = E( )(ta)Xtb  = tbE( )(ta)X  = tbGX(ta).  

5. Si X ⎯⎯→ B(n, p)  

GX(t) = 
i=0

n

 ti ( )n
i pi(1 – p)n – i = 

i=0

n

 ( )n
i (tp)i(1 – p)n – i = (tp + 1 – p)n  (formule du binôme) 

II. Fonction génératrice d'une variable discrète 

1.  tiP(X = i) converge absolument ?  

-1  t  1 donc ti   1 et tiP(X = i)   P(X=  i) 

 P(X = i) converge (la somme vaut 1) donc  tiP(X = i)  aussi. Donc la série est absolument convergente. 

D'après le théorème de transfert, Y=  tX admet une espérance et GX(t) = E(tX) = 
i=0

+ 

 tiP(X = i). 

2. a) Si X ⎯⎯→ G(p) : GX(t) = 
i=1

+ 

 ti(1 – p)i-1p = pt 
i=1

+ 

 ti-1(1 – p)i-1 

(i' = i – 1)    = pt 
i'=0

+ 

 (t(1- p))i' = pt  
1

1 – t(1 – p) 
 = 

pt

1 – t + tp
 

(Il y a convergence ssi -1 < t(1 – p) < 1 c'est-à-dire - 
1

1 – p
 < t < 

1

1 – p
 )    
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b) GX est de classe C sur IR et  t  IR, GX’(t) = e(t – 1) 

Par récurrence immédiate,  j  IN,  t  IR, GX
(j)(t) = je(t – 1) donc GX

(j)(0) = je- . 

Donc  j  IN, P(X = j) = 
GX

(j)(0)

 j!
 = 
je- 

j!
. Donc X ⎯⎯→ P()  

 

 


