Theme : Inégalités - Correction

1. Valeurs absolues

Rappels : Vx € R, |x| = { i(xséixxioo
vxe R, vyeR, |-x|=|x| X% =|x| |x +y| <|x| +|y| (inégalité triangulaire)
| ]
xyl=ldlyl siyeo =2
I lyl
-asia>0 .
SoitaeIR,|x|:aax:aoux:{x=05ia=0 |x|£a<:>{_®a§i:<£88|a20
Jsia<0

1.y =(y —X) + x donc par inégalité triangulaire |y| < |y—x| + |x| |y| —|x| < |y—x|
De méme, x = (x—y) +y donc [x| <[x—y[ +|y[ [x|-|y[<|x-y| [x|-|y[<]y-x|
Donc |y| —[x| > - |y - x|

Donc - |y~ x| <[yl - |x| <ly-x| ~ cestadire:|y| - [x|| <]y~

Iyl -Ixl|<ly x| = -ly-xI<|yl -Ix|<ly-x|  Donc|ly|-|xl|<ly-x].
n n n n

2. |EX)| = | T xiPX = x)| < | xiP(X =x)| = 3 |xi||P(X = xi)| = 3 | xi|P(X = xi) = E(| X]|) (par théoréme
i=1 i=1 i=1 i=1

de transfert).
3. V(X) > 0donc E(X?) - E(X)?>0 E(X?) >E(X)?

Par croissance de la fonction racine carrée : \E(X?) >[E(X)? JE(X?) > |E(X)|

2. Inégalités de Cauchy-Schwarz
n n n n n
DPM) = X O+ Y2 = X (208 + 20+ vid) = | X szjtz ' [2 2 xwkj‘ a2 ykzj
k=1 k=1 -1 k=1 -1
2)Vte R, Vke{l,..n} (txk+yk?=0doncP(t) > 0.
P est de signe constant sur IR donc A <0.

n 2 n n n 2 n n
YAa=4|Y XkYkJ —4 X sz] > ysz <0donc| X XkykJ <| X szJ 2 ykzj
=1 =1

=1 =1 =1 =1

donc V i Xk)/ka < V i kaJ %, ysz
=1 =1 =1

4) Il 'y a égalité si et seulement si A =0 : dans ce cas, le polynéme a une racine to :

n n
<A [ ZxEA | 2 YK
k=1 k=1

n
D XkYk
k=1

n
Il existe to € R tel que Y. (toxk + yk)> =0
k=1
Une somme de nombre positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls.
Donc VK € {1, ..., n} (toXk + Yx)> =0 donc toxk+ yk= 0 yk=-toXk A = -to convient.
Inversement, si VK € {1, ..., n}, yk = AXk, alors :
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n
> X

k=1

n
D XkAXk| = |k|

k=1

et

n
D XkYk
k=1

n n n n n n
VZxkz Zyk2=VZXk2\/Z%2Xk2= Y 2\ [ X xd =]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n
> X
Il'y a bien égalité.

3. Convexité

1) Avecti =ty = % onabient; € [0;1],t2 € [0;1] et t1+t2=1

% Xz) < % f(x1) + % f(x2) f (Xl Z Xz) < f(X]_) ';f(Xz)

Donc f G X1+

2

2)a)Avect1=...=tn:%, onabien0<ti<1Vie{l,...,n}etts+...+ty =1, donc

n l 1 n 1 n
f (z HXJ < Z f(X| f Lﬁz Xij < n > f(xi)
i=1 i=1 " i=1 i=1

L'image de la moyenne est inférieure a la moyenne des images.

b) Notons X(€) = {x1, ..., Xn}.

f(E(X)) =f Li PX= Xi)Xij

i=1

n n n

OrVie {l,...n} P(X=xi) >0et >, P(X=x;) =1doncf (Z P(X = Xi)Xij <Y P(X = xif(xi) = E(f(X))
i=1 i=1 i=1

(d'apres le théoréme de transfert)

3.a) pour n =1 soitt; >0 avec t = 1 f(tix1) = f(x1) taf(xe) = f(x1) donc I'inégalité est vraie

b) Soit (11, ..., th+1) positifs telsque tt + ... +tr1 =1

n+1 n-1 n-1
Sith+1 >0, alors th + the1 >0 Z tixi = Z tiXi + thXn + th+1Xne1 = Z tixi + (tn + th+1) (t tn Xn + fnet Xn+1)

i=1 i=1 i=1 nttn " Tt T
1 1 1 tn tn+1
=t + > = +
Posons ty' =ty + th+1 (donc ty' > 0) et X 7+t Xn o+t Xn+1
n+1 n-1 n-1 n-1
Alors D" tixi = X tixi + t'xn" 11y a n termes dans lasomme avec D ti+ty' = X tiXi+th + ter =1
i=1 i=1 i=1 i=1
n+l n-1
D'apreés I'hypothése de I'énoncé : f(z tiXiJ EZ tixi + tn an < Z tif(xi) + ta'f(xn")
i=1 1 i=1
niltx <th(x)+(t+t )f( X+ — Ly )
= iR = i n n+1 tn + toey n tn + toey n+1
De plus, — bl 5 get—2—+ "~ 9 donc, comme f est convexe :
pIus, th+ther e tn +thir  th+ e ' '

tn th+1 tn 1
+
f (tn + the1 Xn t + tn+1 Xn+1) St + t " f(Xn) th + tor f( n+1)

Donc : f(%lt.x.j < Z tif(xi) + (tn + thea) ( f(Xn) +t :'_Htl " f(Xn+1))

i=1 i=1
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f(%ltiXi j < nz-::L tif(Xi) + tnf(Xn) + tn+1f(Xn+1)

i=1 i=1
n+1 n+1
f(z tiXi ] < > tif(xi)
i=1 i=1
n+l n
Site1 =0 X tixi= D tif(x)etti+ ... +th=1—-tw1=1
i=1 i=1
n+l n n
Donc f[z tiXi] = f[z tiXi] < > tif(xi) (d'apres I'hypothese)
i=1 i=1 i=1

n+1 n n+1 n+l
Or > tif(xi) = > tif(x;) donc f(z tiXiJ < > tif(xi)
i=1 i=1 i=1 i=1

c) On a montré par récurrence que :

vn>1,V (X, ..,xn) el V(t, ..., t)e[01]", t1+ ... +tn= 1:>f(

i=1

i tiXiJ

< % ti.f(xi)

i=1
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