Théeme : Les inégalités

1. Inégalités et valeurs absolues
Rappels : Vx € R, |x| =

vxeR VyeR, || X2
: X
0, |-
i iveo
Attention, |x +y|
Soitac R,|x| =a < x| <ae

1) Montrer que Vx € R, Vy € R, |y| —|x| <|y — x|, puis que‘|y| —|x|‘ <|y-x|

(on pourra remarquer quey =Yy — X + X)
2) Soit X une variable aléatoire discréte telle que X(Q) = {X4, ..., xn}. Montrer que | E(X)| < E( X|).
3) Soit X une variable aléatoire discréete qui admet une espérance et une variance. Montrer que :

E(X)? < E(X?) et |E(X)| <\E(X?)

2. Inégalités de Cauchy-Schwarz
n
Soit (X1, ..., Xn) et (Y1, ..., yn) deux familles de n réels. V' t € IR, on pose P(t) = Y. (t.xk + Yk)2.
k=1
1) Montrer que P est un polyndéme du second degré, dont on précisera les coefficients.
2) Déterminer le signe de P. Que peut-on dire de A ?

n n
< > X2 DYk
k=1 k=1

n
D XkYk
k=1

3) En déduire que :

4) En plus :
Montrer qu'il y a égalité si et seulement s'il existe unréel A tel que: V k € {1, ... ,n }, yk = A.Xk

Remarque :
Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [0;1].

En posant P(t) = fol (f(x) + t.g(x))dx, on peut montrer de maniére analogue :

| S (F00g0)ax| < [T [T 96x7ax
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3. Convexite et inégalités de Jensen.

Rappel :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On dit que f est convexe sur I si :

V (X1, X2) € 12, V (11, t2) € [0;1]%, t1 + t2 = 1 = f(tixa + toxe) < ta.f(x1) + tof(X2)

1) Soit f une fonction convexe sur un intervalle 1.

140) fo) + o)

Montrer que V x1 € I, V X2 € I,f(x

2) On admet (provisoirement) que si f est une fonction convexe sur un intervalle I, alors :

n n
Vnx1,V (X, ., xn) € 1",V (t1, oooy t) € [0,1]" t1+ ... +th= 1= fEZ tixJ < X tif(xi)
i=1 i=1
<1

n n
a) Montrer que si f est convexe surl, vn>1, V (X, ..., xn) € I", f(%z Xij < > f(xi).
i=1 i=1

b) Soit f une fonction convexe sur un intervalle 1.
Soit X une variable aléatoire finie a valeurs dans I.
Montrer que f(E(X)) < E(f(X)) (inégalité de Jensen discréte)

3) L'objectif de cette question est de montrer la propriété annoncée dans la question 2 :
a) Montrer que cette propriété est vraie pour n = 1.
b) Supposons que cette propriété est vraie a un rang n. Montrer alors qu'elle est vraie au rang n+1.

(On pourra remarquer que Si th+1 > 0, thXn + th+1Xn+1 = (tn + thea) ( by Xn + fo Xn+1j
th + the1 th + thet

c) Conclure.
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