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Thème : Les inégalités 

 

1. Inégalités et valeurs absolues 

Rappels : x  IR, x  =  

x  IR, y  IR,  -x         x2         

xy      si y  0,  
x

y
 

Attention, x + y   

 

Soit a  IR, x  = a       x   a   

 

 

1) Montrer que x  IR, y  IR, y  – x   y – x , puis que y  – x   y – x   

(on pourra remarquer que y = y – x + x) 

2) Soit X une variable aléatoire discrète telle que X() = {x1, …, xn}. Montrer que E(X)   E( X ). 

3) Soit X une variable aléatoire discrète qui admet une espérance et une variance. Montrer que : 

E(X)2  E(X2) et E(X)   E(X2) 

 

 

2. Inégalités de Cauchy-Schwarz 

Soit (x1, …, xn) et (y1, …, yn) deux familles de n réels.  t  IR, on pose P(t) = 
k=1

n

 (t.xk + yk)2. 

1)  Montrer que P est un polynôme du second degré, dont on précisera les coefficients. 

2) Déterminer le signe de P. Que peut-on dire de  ? 

3) En déduire que : 
k=1

n

 xkyk   
k=1

n

 xk
2 

k=1

n

 yk
2 

4) En plus :  

Montrer qu'il y a égalité si et seulement s'il existe un réel  tel que :  k  {1, … ,n }, yk = .xk 

 

Remarque : 

Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [0;1].  

En posant P(t) = 0
1 ( )f(x) + t.g(x) 2dx, on peut montrer de manière analogue :  

0
1 ( )f(x)g(x) dx   0

1 f(x)2dx 0
1 g(x)2dx    
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3. Convexité et inégalités de Jensen. 

 

Rappel :  

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. 

On dit que f est convexe sur I si : 

  (x1, x2)  I2
,
   (t1, t2)  [0;1]2, t1 + t2 = 1  f(t1x1 + t2x2)  t1.f(x1) + t2f(x2) 

 

1) Soit f une fonction convexe sur un intervalle I. 

Montrer que  x1  I,  x2  I, f 






x1 + x2

2
  

f(x1) + f(x2)

 2
. 

 

2) On admet (provisoirement) que si f est une fonction convexe sur un intervalle I, alors : 

 n  1,  (x1, …, xn)  In,  (t1, …,  tn)  [0,1]n, t1 + … + tn =  1  f









i=1

n

 tixi    
i=1

n

 ti.f(xi) 

a) Montrer que si f est convexe sur I,  n  1,  (x1, …, xn)  In,   f 






1

n

i=1

n

 xi   
1

n
 
i=1

n

 f(xi). 

b) Soit f une fonction convexe sur un intervalle I. 

Soit X une variable aléatoire finie à valeurs dans I.  

Montrer que f(E(X))  E(f(X))  (inégalité de Jensen discrète) 

 

3) L'objectif de cette question est de montrer la propriété annoncée dans la question 2 : 

a) Montrer que cette propriété est vraie pour n = 1. 

b) Supposons que cette propriété est vraie à un rang n. Montrer alors qu'elle est vraie au rang n+1. 

(On pourra remarquer que si tn+1 > 0, tnxn + tn+1xn+1 = (tn + tn+1) 






tn

tn + tn+1
 xn + 

tn+1

tn + tn+1
 xn+1  

c) Conclure. 

 


