Theme Matrices de rang 1 - Correction

Partie |

a) X € Mn1(IR) donc X € M;n(R) donc A € M(R) et o € Mi(R).

b) 'A = {(X'X) = {(X)'X = XX = A, donc A est symétrique.

c) AX = (X*X).X = X(*X.X) = Xa. = aX. Donc AX et X sont colinéaires.

d) A% = (XIX)(XIX) = X(IXX)X = X ofX = aXX = aA.  A?- oA =0. Donc X2 - aX est un polyndme

annulateur de A.
2

X1 X1© X1X2 ... XiXn X1
2
X2 XoX1 X2 ... X2Xn X2
2)a) A= (X1 X2 ... Xn) = Ca=(X1 X2 ... Xn) = X2+ X2+ ...+ xn2
Xn XnX1 XnX2 ... Xn? Xn

b) o est une somme de nombres positifs. Donc . =0 < Vi e {1, ...,n}, xi?=0
< Vie{l,...,n},xi=0

< X=0.
Or X #0donc a #0.
3) a) Soit (ey, ..., en) les vecteurs de la base canonique @,. On a alors :
X1 X1X2 X1Xn
X2X X2 X2X
Im(f) = Vect(f(er), ..., f(en)) = Vect 2 , ? y ey 2 = Vect(x1X, X2X, ..., xnX)
XnX1/  \XnX2 Xn®

Or I'un des (x;) au moins est non nul, donc Im(f) = Vect(X). Comme X = 0, c'est une base de Im(f). D'apres
le théoréme du rang, dim(Ker(f)) = dim(#¢n1(R)) — dim(Im(f)) =n - 1.
X12y1 + X1Xoy2 + ... T X1XnYn =0

1
y X1X2y1 + X22y2 + ...+t x2Xayn =0

SoitY = (} f(Y)=0<
Yn X1XnY1 + XoXnY2 + ... + Xn?Yn =0
X # 0 donc une des coordonnées de X est non nulle. Supposons que X1 # 0.
X12y1 + X1Xoy2 + ... + X1Xnyn = 0

0 =0 L Li—xiL
f(Y)=0< 2 X 12C>X1y1+X2y2+...+Xnyn:0.

0 =0 Ln «— XnLl —Xan
Si x1 = 0 et qu'un autre coefficient est non nul, on retrouve cette relation.

Y1

Donc Kerf:{[...} € Mn1(R) / X1y1 + Xoy2 + ... + XnYn :0}
Yn

Partie 11

Si A est de rang 1, ses vecteurs colonnes (Cy, ..., Cn) sont tous colinéaires.
Donc il existe un vecteur u € M 1(IR)et des réels A, ..., An tels que C1 = Aqu, ..., Cnh = Anu

U1 Aila AnU1
Enposantu=| ... jona:Ci=| ... |,...,Ca=]| ...
Un AnUn AnUn

AU1 ... AnUz
DoncA:{ J
AtUn ... AnUn
U1 Al
PosonsX:[...}etY:{...J.AlorsA:X.‘Y
Un An

De plussi X=0o0u Y =0alors A =0, donc A n'est pas de rang 1. Donc X et Y sont non nuls.
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