Théme : Projecteurs et symétries - Correction

A) 1) Il est évident que pX=p V k > 1 (ou par récurrence)

2) P2 =P donc P? — P = 0 donc X? — X est un polyndme annulateur de P.

Les seules valeurs propres possibles sont O et 1.

3) @) p(y) = p(x — p(x)) = p(x) — p*(X) = p(x) — p(x) = 0 donc y € Ker(p).

b) Soitx € E. x =p(X) + (X — p(X))

Or p(x) € Im(p) et (x — p(x)) € Ker(p) donc tout élément de E est somme d'un élément de Ker(p) et d'un
élément de Im(p).

4) a) Soit x € E1(P) alors p(x) = x donc x = p(x) € Im(p).

Inversement, soit x € Im(p) : il existe y € E tel que x = p(y).

Alors p(x) = p(p(y)) = p?(y) = p(y) = x donc x € E1(P). Donc E1(P) = Im(p).

b) Les seules valeurs propres possibles sont 0 et 1.

De plus dim(Eo) + dim(E1) = dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(E) (d'apres le théoreme du rang).

Donc P est diagonalisable.

Dans une base de vecteurs propres, la matrice de p est une matrice diagonale qui ne contient que des 1 et des
0.

5) a) g° = (ide — p)? = (ide — p)o(ide —p) = ide —p—p + p>=ide—2p+p=ide—p=q.

Donc q est un projecteur.

b) pog = p o(ide — p) = p — p>=0e de méme pour g - p.

c)Onavuquep-oqg=do-.p. Donc dapres la formule du binbme de Newton :

k k-1
vke N, =@p+ =X () @a =g+ X ()2ipg + 24 = g + 2.
i=0 i=1

6) (2p — ide)? = (2p — ide)(2p — ide) = 4p® — 2p — 2p + ide = 4p — 4p +ide = ide donc 2p — ide est une
symeétrie.

B) 1) s - s = ide donc s est un automorphisme et s* =s

2)S?=1, S?—1I,donc X?— 1 est un polyndme annulateur de S.

Les seules valeurs propres possibles de s sont -1 et 1.

3)a) F={x e E/s(x) =x} ={x € E/s(x) —x =0} = Ker(s — id) = E1(S)
De méme, G = {x € E/s(x) = -x} = Ker(s + id) = E.1(S).

X +5(x) L X= s(x)

b)VxeE, x=

2 2
Posons 'y = %& s(y) = s(%&) = % (s(x) + s*(x)) = %(x +3(x)) =y doncy e F.
Posons z = %& 5(2) = s(%ﬁ) . %(s(x) _ () = %(s(x) ~x)=-z doncz e G.

Doncx=y+zavecy € Fetz € G.

c) De maniére analogue : V x € R, f(x) = it +2f(-x) + fx) —zf(-x)

Posons g(x) = M alors g(-x) = wﬁ =g(x) V x € R g est paire.
Posons h(x) = KZ%—XZ alors h(-x) = w =-h(x) donc h est impaire.

Donc f =g + h, avec g paire et h impaire.
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