Théme : Déterminant et trace

Rappel :
Soit A € M(R) et B € M(IR). Si A = (aij)1<i<n, 1<j<n €t B = (i) 1<i<n, 1<j<n alors

n
AB = (Cij)1<i<n, 1<j<n, aVeC Cij = > aixbkj V (i, ) € {1, ..., n}?
k=1

1. Trace d'une matrice
Soit n > 1. On définit I'application tr (trace) de ¢ (IR) dans R de la maniére suivante :
n

i=1
1) Montrer que tr est une application lineaire de %(IR) dans IR.
2) a) Montrer que V A € M(R), V B € M(R), tr(AB) = tr(BA)
b) (Application) Montrer qu'il n'existe pas de matrices A € Mn(RR) et B € #n(R) telles que AB — BA = I,.
3) Soit A € Mn(R) et B € Mn(IR). Montrer que si A et B sont semblables, alors tr(A) = tr(B).
4) Soit A € Mn(IR). Montrer que si A est diagonalisable, alors tr(A) est égale a la somme des valeurs propres
comptées avec leur ordre de multiplicité (c'est-a-dire la dimension des sous-espaces propres).

2. Déterminant d'une matrice de #2(R)
1) a) Montrer que V A € M(R), V B € M2(R), det(AB) = det(A)det(B).
1
det(A)’
c) En déduire que V A € M2(R), V B € M(IR), si A et B sont semblables, alors det(A) = det(B).
2) Soit A € M(IR). Si A est diagonalisable, exprimer det(A) en fonction des valeurs propres de A.

b) Montrer que V A € M2(IR), si A est inversible, alors det(A™?) =

Question en plus :
SoitA € m(R)et L € R.
Exprimer det(A — Al2) en fonction de det(A) et tr(A).

N , . Jr(A) =
A retenir : Si A est diagonalisable : { det(A) =
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