C.B. n°1 Correction

Exercice 1
Partie A : Etude de la fonction f
1. Remarque : V x € ]0;1[ x>0et 1 - x>0 donc In(x) et In(1 — x) sont bien définies.
x # 1 donc In(x) = 0. Donc f(x) est bien définie.
f est dérivable sur ]0;1[ comme quotient de fonctions dérivables (dont le dénominateur ne s'annule pas)
1
“1_x M) —In(L =x) o X _ - xIn(x) - (1 - x)In(1 - x)
(In(x))? X(1 =x)(In(x))*
2.a.Vte]o;l[ t>0ett<1=In(t)<0donct.In(t)<0
b.Vxe]O;l[ xIn(x)<0 etl-x e ]0;1[ donc (1-x)In(1-x)<0
Donc xIn(x) + (1 — x)In(1 — x) > 0 (somme de deux termes positifs)
Donc f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur ]0;1][.
3.a. limIn(1-x)=0 lim In(x) =- o0 donc lim f(x) =0.
Xx—0 Xx—0 Xx—>0

etV x e ]O;1[, f'(x) =

Donc f est prolongeable en 0 en posant f(0) = 0.

Ingl—x)_O

f(x) —f(0) _ In(x) _In1-x) o -
b. Xx—0 - x-0 ~ xInX (forme indéterminée)

. _ o Inl-x) X 1
XlinO-X—Odonc In(1 — x) ~o0 -x donc xIn() "~ xIn(x) " In()

I|m T-Odonc Ilmow 0 donc f est dérivable en 0 et f '(0) = 0.
4. I|m IN(1-X)=- lim In(x) =0 donc

XxX—>1 XxX—>1,x<1

lim  f(x) = + .
X—>1,x<1

Donc la courbe de f admet une asymptote
verticale d'équation x = 1.

In(1/2) _ _q

5. On peut remarque que f(1/2) = In(1/2)

Partie B

6. gn est dérivable sur IR* (fonction polynomiale) et v x > 0, gn'(X) = n.x"* + 1 > 0.
Donc gn est continue et strictement croissante sur IR".

De plus gn(0) =-1 Xlimwgn(x) =+owet0 e [-1; + ool.

Donc I'équation gn(x) = 0 admet une unique solution un sur IR*.

7. gn(l) =1 gn(O) =-1 gn(Un) =0 donc gn(O) < gn(Un) < gn(l)

Comme gn est strictement croissante, 0 < un < 1.

8. Pourn=1:g1(x)=2x-1 gl(x):ch:% doncul=%.

De méme, g2(X) =0 < x> +x—-1=0 A=5

J J X2 < 0 donc ne convient pas. Donc uz = @

Deux solutions : x1 = >

9.a. Vx>0, gn+1(x)—gn(x) = xmt +x-1—(x +x—1)=x"_x"=x"(x - 1)
Vv x >0, X" > 0 donc I'expression est du signe de (x —1).
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Donc { V X 21, gn+1(X) — gn(X) = 0
vV X € [0, 1], gn+1(X) —gn(X) <0
b.VnelN, um+ e [0;1], donc gn+1(Un+1) — gn(Un+1) <0
Comme gn+1(Un+1) =0, 0n a - gn(un+1) <0 donc gn(un+1) > 0.
c. Donc ¥ n € IN, gn(Un+1) = gn(un).
Comme gn est strictement croissante : Un+1 > Un. DoNc (un) est croissante.
10. Onsaitque gn(Un) =0 U"+Un—1=0 U"=1-Un
Commel-un>0 In(u™) =In(L-un)  n.In(un) =In(1 - un)
In(1 - un
W f(un) =n.
11. f est continue et strictement croissante sur ]0;1[, x“LnOf(X) =0, Xligwlf(x) =+ oo, donc f réalise une

Un= 1 donciIn(un)#0 doncn=

bijection de ]0;1[ sur ]0; + oo[, donc admet une application réciproque f* définie sur ]0; + oof.

vn > 1 f(un) = n donc un = F1(n)

limn=+ o0 Iimlf(x) =+ oo donc lim f1(x) =1 donc par composée lim u, = lim fi(n) = 1.
X X — +o n— +oo n— +oo

n— +o

Ou : (un) est une suite croissante et majorée par 1, donc elle converge vers un réel L < 1.

un"=exp(n.In(un)) siL<1 limIn(un) =In(L) <0 donc lim n.In(uy) =- 0o donc lim uy" =0.
n— +owo n — +oo n— +owo

Comme uy" =1 —un et nllrp 1-un=1-L,ona0=1-LdoncL=1ily acontradiction. Donc L = 1.

Conclusion : limun,=1.
n — +oo

Exercice 2

1_#-1_(t-1Dt+1)
- 2

1) f est dérivable sur ]0; + oo[ et Vt >0, f'(t) =1 - 2° ¢ :

lim l:+oodonc lim f(t) =+ Iiml:Odonc lim f(t) = +
t—0,t>0 t>+of t— +oo

t—0,t>01
t 0 1 + oo
f'(t) — 0 +
f(t) + o

+0\2/

2) Par récurrence : _ on sait que uy existeetur =1>1

_ SUPPOSONS qu'a un rang n, Un existe et u, > 1 : alors n?un = 0 donc existe donc un+1 existe.

nun

De plus un > 0 donc nzlu >0.Commeun>1 un+ % >1+0 doncun+1>1.
n n

Conclusion : ¥V n € IN, un existe et u, > 1.
Ou pour I'hérédité : un >1 donc n.un>n

Sur [1; + oof, f est croissante donc  f(n.un) > f(n) %f(n.un) > % f(n) Unaa2> % (n + %j Un+st > 1+
3) n=int(input('n ="));u=1

for kin range(2,n+1): #On calcule de uz a un
u=u+1/((k-1)**2*u)

print(u) Attention : V K> 2, uk = Uk1 +

Ou:
for kiin range(1,n): #On calcule uxs1 pourkdelan—-1
u=u+1/(k**2*u)

1
(k— 1YUs
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4)a) Vn € IN*, Vp = Un+s1 — Un =
N“Un

1 1
<= Vp <
n2u, — n? n

1
Py

Un>0etn?>0doncvn>0 un>1donc n?u,>n?

1
b) Vn>1, vi<=. Lasérie Z — est convergente et les séries sont a termes positifs, donc > vnest aussi

n>1 n>1
convergente.
n n
c)Vn>1, > vk = D (Uk+1 — Uk) = Un+1 — U1= Un+1 — 1 (SOmme télescopique)
k=1 k=1
n-1 n-1
Donc Vn=>1,u,=u1+ > Vk. Lasérie > vnconverge, donc par définition la somme partielle >’ vk
k=1 n>1 k=1

converge. Donc (un) est une suite convergente.
1 1 _k-(k-1H_ 1

2
5)a)Vk22,k_1—k— kk—1) ~k(k—1) k —1 <k donc (0<) (k- 1)k < k* (xk > 0)
1 1 1
(k Dk k2 (fonction inverse décroissante sur ]0;+ oof kzgk X
n-1 n-1
b)Si2<p<n, > vk= Y (Uks1-Uk) = Zkz
k=p k=p

1 1 n-1 nll l
Vke{p,...,n—l}kzukZOetk <z donCO<kZka<kZpF<I§)( — E)

n-1
Or par somme telescoplque Z (k 1 1 %) = Ll_ Ll

p-1 n-
n-1 n-1 1

De plus 2 vk = 2. (Uks1— Uk) = Up — Un. DONC 0 < Up — Un < -7
k=p k=p P- N

1

c) Doncavecp=2:pourn>3 Osun—uZ31—n_1£1. Doncuz <un<1+uy.

Oruz= U1+11 =2 doncuy € [2;3].
1 1

d) Vﬂ>p,0SUn—UpSp_—1—m.
limun=L Ilim L L L Donc par passage aux limites: 0 <L —up <——~
n—>+oon_ n— +ofd — 1 n— 1 p— 1 parp g US> L — p_p_l.
e) Si %1 <10, on est sir que L — up < 10, donc que u, est une valeur approchée de L a 10 prés.
p%slo*‘@p—lzlo“@pzloool.

u=1

for kin range(2,10002):
u=u+1/((k-1)**2*u)

print(u)

Ou: u=2;p=2;

while 1/(p-1)>10**-4:
p=p+1
u=u+1/((p-1)**2*u)

print(u)

Attention, il est nécessaire de commencer avec p =2 (et u = ux = 2), car p—ll n'est pas défini pour p = 1.
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Exercice 3

Partie | — Préliminaire

1. h est continue sur ]0; + co[ comme produit de fonctions continues.

EnO: XIi_r)n()x.In(x) = 0 (par croissances comparées) et h(0) = 0, donc h est continue en 0.

Donc h est continue sur [0; + ool.

2.Sixe]0;] 0<x<1, 0<l-x<1doncg(x)=-xIn(x)—(1-x)In(1-x)

9(0) =-h(0)-h(1)=0 g(1)=-h(1)-h(0)=0

g est continue en 0 et en 1 comme somme et composée de foncions continues.

g est dérivable sur ]0;1[ comme somme et produits de fonctions dérivables et V x € ]0;1],

g'(X) = - In(x) — x % (DIl —x) - (1 - x)ﬁ =-In(X)—1+In(L —x) +1=In(l - x) - In(x).

IN(1—x)—1In(x) >0 < In(1—x) > In(x) < 1 —x > x (car la fonction exp est croissante sur R)

& -2Xx2-1<Xx< % g(%j =- % In(%) —% In(%) =- In@) =1In(2).
X 0 1/2 1
g'x [? + 0 — ?
(x) In(2)
g 0 / \ 0

Partie Il — Des variables aléatoires discrétes

3. U— U[[L:n]]) donc U(Q) = [[1;n]] et V k € [[1;n]], P(X =K) = %
51 N1 1
D H U = - h —|=- _I - = - — (- I = I
onc H(V) El (n) El(n n(nD n—(-In(n)) = In(n)

4% a(p) donc | pix - )= p P h(X)=-h(p)~ h(1—p) = g) (avee p £ J0:1D

Donc d'apres la partie 1, h(X) < In(2) et h(X) = In(2) pour p = %

Exercice 4

Partie | : 1. La probabilité d'obtenir une boule noire est g. Les tirages sont indépendants.
T est le nombre d'essais pour obtenir une boule noire. Donc T — G(Q).

vk>1,P(T=k)=pixq  E(T)= % V(T) = %1 =5

q
2.0naU =T -1 donc U admet une espérance et une variance et
E(U):E(T)—lqu-lzg V(U):12V(T):§l2
Partie 11

1.Vk>2 (X=Kk)=B1n... "Bkt " Nk) U (N1 ... 0" Nk-1 n By)
Les tirages sont indépendants) donc P(X= k) = p¥q + g“p

2. X P(X= k)= X p“'q+q“p= 3 p*'q+g*'p (en posant j = k - 2)
k=2 k=2 j:O

too +too 1
=PA 2P Hpg 20 =pax T+ pax T =%q‘+%q=p+q=1

=0 =0 1-p
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3. LkP(X= K)=q X kp*t+p X kg
k>2 k>2 k>2
O0<p<let0<q<1donc les séries convergent absolument. Donc X admet une espérance et

09 =gt +p (1) =alq 1) olgr-t)=grpp-asgegt

4. Y KP(X=k) = Y k(k—1)P(X= k) + Y kP(X =K)
k>2 k>2 k>2

s - 1 1
La deuxiéme série converge et sa somme vaut B + a - 1.

Y k(k—1)P(X= k)= X k(k—-1)(@pt+pg<t)=pg X k(k—1)(p*+g<?)

k>2 k>2 k>2
= pq ( > k(k—1)p<2+ ¥ k(k - 1)(1“]
k>2 k>2

-1<p<let-1<qg<1donc les séries convergent absolument.
Donc X? admet une espérance et

2 2 1.1 2 2)., 1 1 2p.,2q,1 1
E(X?) = ( + )+— =_1= (—+—j+—+—_1: +—=+=+=-1
()pq(lp)3(1q)pq P ) T T TR g
_2(1-q) 2(1—-p) 22,2 11
2 —l=s+t2-15 g
q p? IO q PP 9" p q
_ 5 ,_ 2.2 11 2
Donc X admet une variance et V(X) = E(X?) — E(X)- = F +¥ B‘E‘ 1-1-|=+=-1
2.2 11 (1 1 2 2 2q)
TSt | StS+Hl S-S+ —
PP 9" p qQ pT q P q p
1 1 1.1 2
=t +—-+—-———
P g~ P Qg pq
Exercice 5
1. Sin< N : on peut avoir de 1 a n cases non vides : Ta(Q) =[[1 ;n]]
Sin> N : on peut avoir de 1 & N cases non vides : Tn(€2) = [[1 ;N]]
Donc Tna(€2) = [[1 ;min(n, N)]]
2. T1(Q) ={1} P(T1=1)=1 (loi certaine)
T2(Q) ={1,2} card(Q2) = N? (N possibilités pour chaque boule)
P(T2 =1) =P(« on place les boules dans la méme case ») = m X&I lil
(N possibilités pour la premiére boule, 1 possibilité pour la deuxiéme)
P(T2=2) = P(« on place les deux boules dans deux cases différentes ») = (NN2 1)_ NN L

(N possibilités pour la premiere boule, N — 1 possibilités pour la deuxieme).

i 1
P(T2=1) 1 N_1

N N
c) De la méme maniére

Nx1x..x1_ 1
Nn _Nn—l

(Th =1) =« on obtient n fois laméme case » P(Th=1)=
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(Tn = 2) = « on obtient exactement deux cases différentes »
: N — N
Choix des deux cases : (2) = M%Z possibilités.

Choix de la case pour chaque lancer : 2" possibilités

Mais il faut enlever les deux cas ou on a toujours la méme case : Donc 2" — 2 possibilités.

N(N-1)
2

(2"-2) 1
N-1)2" -1
DoncP(Th=2) = N7 - )I\E“'l ).
Sin>N: (Tn=n) est impossible donc P(T,=n) =0
Sin<N: (Tnh=n) = «chaque boule est placée dans une case différente »

CN(N-1)..(N-n+1) NI
- N ~ N(N—n)!

P(Tn = n)

(d) (Tn+1 = K) = « soit au bout de n lancers, on a les boules dans k cases et au (n + 1)° lancer, on obtient une
case déja utilisée, soit au bout de n lancers, on a les boules dans (k — 1) cases et au (n + 1)° lancer, on obtient

une case encore vide (ilyaen N—(k—-1) =N -k +1).
Si on note Vin+1 : « on place la (n+1)¢ boule dans une case vide :
(T =K) = ((Tn =K) N Vi ) U ((Th = k= 1)"Vae)

Donc P([Tn+1 =K]) = P([Tn =K]) % *P([Th=k-1]) : _IE =
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