Concours blanc n°2 - Correction

Exercice 1
Partie | — Etude de la fonction f
1. lim In(x) =- oo donc lim f(x) =+ o In(X) =+ %0(X) donc f(X) ~+ X donc lim f(x) = + o
Xx—>0 X—0 X —> 0
L. , 1 x-1

f est derivable sur ]J0; + o[ et V x>0, f'(x) =1 - x

X 0 1 + o

f'(x) 0 +

f(x) +

+ o0
Ny

2. Sur ]0;1[ f est continue et strictement décroissante. De plus 2 € ]1; + oo[, donc I'équation f(x) = 2 admet

une unique solution a sur ]0;1[. De méme, I'équation admet une unique solution b sur [1; + oo[.

3.f2)=2-1In(2)~1,3 f(b)=2 f(4)=4-2In(2)~3,6

f(2) < f(b) < f(4) et f est croissante sur [1; + oof, donc 2 <b < 4,

Partie Il — Etude d'une équation différentielle

4,V t>0,e™=g-0 = gteh® =t gt

Siy(t) = (at + b)e' y est dérivable sur ]J0;+ o[ et V t >0, y’(t) =a.e* + (at + b)(-e™) = (-at + a — b)e™
y’(t) - 2y(t) = (-at + a—b)e*- 2(at + b)e' = (-3at + a — 3b)e™

-3a=1 e
Yy () -2y(t) =te'e { a3f 3p = o Par identification < a= % h=2=- %

w |

Une solution particuliere est donc : y(t) = ( %t —%)e"

5. L’équation homogéne est : y’ — 2y = 0. Elle a pour solutions : y(t) = 2e%, A € IR.

Donc les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions : y(t) = (— %t — %)e" + he?,

6. ( lt —l)e't -1 te —le"donctlim ( %t —l)e" = 0 par croissances comparées ettlim e?=+ o0,
— 40

39 3 9 -+ 9
Donc la trajectoire est convergente si et seulement si A = 0.
7.y(1) = ( l—l)e'l +Ae?=- 4 el+re? y(1)=0< Ae?= 4 el o A= 4 e  Doncy(t) = ( lt —l)e" + éez“3
3 9 9 9 9 39 9
Partie I1I : Etude d’une fonction définie par une intégrale
8. f ne s'annule pas sur ]0; + o[ donc g = 1/f existe.
f est continue sur ]O; + oof, donc g = 1/f aussi, donc I'intégrale est bien définie.
De plus, g étant continue elle admet une primitive G. On a alors ®(X) = [G(t)]iX = G(2X) — G(X).
Donc @ est dérivable sur ]0; + oo comme différence de fonctions dérivables, et :
Vx>0, @(x) = 2G'(2x) — G'(x) = 2g(2x) ~9(x) = 2X — I2n(2x) CX— Iln(x) - 2()((x_—l Trg)(%)_(z(f)i_lnlé(f));)) -

- 2In(x) +In(2) + In(x) _ In(2) — In(x) _In(2) — In(x)

(x-In(x))(2x - In(2x)) = (x — In(X))(2x — In(2x)) ~  f(x)f(2x)

9. f est positive sur ]0; + oo donc @' est du signe de In(2) — In(x). In(2) — In(x) >0 < In(x) < In(2) < x < 2.
X 0 2 + o
D'(x) + 0 -

D(X) / \
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10. Soit x > 0 : 2x > x les bornes sont dans le bon sens.

1 1
YVt e [x, 2x] f(t) > 0 donc ) >0 f(t)>1donc ) <1
D'aprés I'inégalité de la moyenne, 0 x (2x — X) < ®(x) < 1 x(2x — < >
X) 0<OD(X)<X.

11. a. lim x =0 donc par encadrement, lim ®(x) = 0. Donc @ est
x—0 Xx—>0

prolongeable par continuité en 0 en posant ®(0) = 0.
b. IimOIn(x) =-oodonc In(2) —In(x) ~o - In(x) x—In(x) ~o - In(x)
X—

2% — In(2X) ~o - IN(2X) o]

.Y

donc @'(x) ~o - ﬁ donc inLnOCD'(X) =0.

12.
Partie 1V — Etude d'une fonction a deux variables
13.a. V(X,y) e U, otH(X, y) =X -y -2  OH(X,y) =-x+¢&¥
X-y-2=0 X—InxX)-2=0 f(x) =2 X=a X=b
X+e¥=0 {yzln(x) {y:In(x)Q{yz In(a) Ou{y= In(b)
H a deux points critiques : (a, In(a)) et (b, In(b)).
14.a. V(X,y) e U, P1iH(X, y) =1  0%1H(XX, y) =-1 4H(X, y)=-1 0%.H(X,y) = ¢
Donc M, = V2H(a, In(a)) = (11 :)
1-2 -1
-1 a- x)
A valeur propre de Ma <> Ma— Alz non inversible < (1 -2)(a—-2)-1=0< 22+ (-a-1)A+a-1=0.
D'apres les formules sur somme et produit des racines d'un polynéme du second degré :

x1+x2=-§%2=a+1 klkzza%l=a—l

c.a<ldonca-1<0 XtiA2<0 lesvaleurs propres sont de signes opposés : c'est un point-col. H ne présente pas
d'extremum local en (a, In(a)).

15. Les calculs sont identiques en remplagant a par b.

Mais cette fois-ci A1 A2 = b —1 >0 donc les deux valeurs propres sont de méme signe.

Comme A1+ A2 =b + 1> 0, elles sont toutes les deux positives. 1l s'agit donc d'un minimum local.

b. Points critiques : {

b. Soit & € R. Ma— 2l = (

Exercice 2

3-11y3-11 8 -4 4 8 -4 4 12 -4 4 -4 0 0
1.A2=|2 02|20 2|=|8-48| A2-4A=|8-48|-18 0 8|=/0-40
1-13A1-13 4 -4 8 4 -4 8 4 -4 12 0 0 -4

Donc A2 —4A =-41 A?—4A +41=0 donc le polyndme X% — 4X + 4 est un polyndme annulateur de A.
2. (3) X2 — 4X + 4 = (X — 2)? donc la seule racine est 2. Donc la seule valeur propre possible de A est 2.
1-11
De plus A -2l = (2 -2 2] n’est pas inversible (C1 = C3), donc 2 est bien valeur propre de A.
1-11
Donc A a une seule valeur propre : 2

21.

O ON
onN O
N O O

~—
1

(b) Si A est diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que A = PDP, avec D = (

Donc A =P(21)P1=2PIPt=2I. Or A = 2I, donc A n'est pas diagonalisable.
0 n'est pas valeur propre de A, donc A est inversible.
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X X-y+z=0
3.%0itX=|Y[(A-2DX=02Xx-2y-22=0z=y—X.
z X-y+z=0

[y T

Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre.

1 0
Donc uz = [ 0 } etux = [1J forment une base de E2(A).

-1 1
1 a+c=0 a=-c a=0
4. (d)uz=e1 + e+ e3= [1].aul+bU2+CU3=0<:>{b+C:0 @{b=-c<:>{b=0donclafamille
1 -atb+c=0 c=0 c=0

est libre. De plus, dim(s31(IR)) = 3 donc (u1, Uz, us) est une base de M3 1(IR).
(b) uz et uz sont des vecteurs propres donc f(ui) = 2ux f(u2) = 2u2

3-11Y1 3 a+c=3 a=3-c¢ a=1
flus) =Aus=|{2 0 2| 1|=|4| flus)=aur+buz+cus<>b+c=4 < 1b=4-cb=2
c=2

1-13A1 3 -atb+c=3 c+1=3
201
DoncT=|0 2 2| Donc T est bien triangulaire, avec des coefficients 2 sur la diagonale.
002

Remarque : Si vous avez effectué un autre choix pour uy et uz, les coordonnées de f(us) dans la base (u1, uz,
us) peuvent étre légérement différentes.

200 001 001 001y001 00O
(C)T:EO 2 0J+[0 0 ZJZZHNaveCN:[O 0 2} NZ:[O 0 2}[0 0 ZJ:{O 0 OJ.

002 00O 000 0O0O0ANODOO 00O
21 et N commutent (car 21 commute avec toutes les matrices), donc d'apres la formule du bindbme de

n
Newton, Vn e IN, T"= (21 + N)"= Y (E)(2|)n'ka
k=0

sin>1,T"= (5)@)"™N° + (1) @)™N* = 2" + n2™IN

Pour n =0, la relation reste vraie, donc Vn € IN, T" = 2" + n2"N = 2" + n2"Y{(T — 21) = n2™1T + 2"(1 - n)I
5. (a) Soit B' la base (u1, uz, uz). Alors A = Mg(f) et T = Mg(f).

Soit P = Pg . Alors d'aprés la formule de changement de base, A = PTP.

Donc V n e N, A" = (PTPY)'= PTPIPTPL.. PTP! = PT"P1= P(n2™!T + 2°(1 — n)I)P*

=n2™PTPL - (n—1)2"PIPL = n2™A — (n — 1)2".

Ou: T"=n2"T + 2"(1 —n)I

Or T représente f dans la base @ donc £ = n2nif + 2"(1 —n)id

Comme A représente f dans la base 3: A" = n2"1A — (n —1)2"I.
(b) A2—4A = -41 donc A(A—41) = -4l A(— %A + I) =ldonc At=- %A +1.
1

(c)Pourn=-1:(-1)2A—-(-1-1)2%=- A= A donc la formule est vraie pour n = -1.
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Exercice 3

1) On voit que g est positive sur ]- ;1] et J1; + oo[ (2/x3 > 0 si x > 1), continue sur ]- oo;1[ (fonction nulle) et
sur ]1; + oo[ (inverse d'une fonction continue), donc continue sur IR sauf peut-étre en 1.

g est a support sur [1; + oof.

Jregegdx = [+ %dx converge car 3 > 1.

2 2x72 1

On sait que la dérivée de u(x) = - % estu'(x) = % (question 1) (Qu v 2x3 R )

. 2 11 1 . 1 o
Soit T > 1. flT 3x = [ ?}1 =-p+l  lim-=+1=1donc S+ * g(x)dx converge et vaut 1.
Donc g est une densité d'une variable aléatoire X.
b) V x € R, G(x) = [*_g(t)dt
_six<1,G6() = f* 0dt=0

1 Osix<1
_six=1,6(x) = [ odt+ fXg(t)dt= -5 +1 doncG(x) = 1_%8”21.

2)a) V X € R, G2(x) = P(M2 < x) = P((X1 < X)N(X2 £ X))
= P(X1<X) x P(X2<x) (par indépendance)
= G(x)? (méme loi)
Osix<l1

Donc Ga(x) = { (1 _%)2 six>1
b) VX € R, Fa(x) = P(Y2<X) = P(% < x) = P(M2< x\[2) = G2(x\[2)

X\/EZl@XZé donc :
1

. 1 1 2 2
_5|x2$ X221 Fz(X):Gz(X\/E)Z(l—(X—\/E)Zj :(1_ﬁj
2
(1—%) sixzﬁ
Osix<i

\2

c) On voit que F» est continue et de classe C* sur - o ;1/\/5[ et sur ]1/\/5 i+ oo[
2

. L 1\ 1\ _ . 1
lim _0=0 lim _|1— =|1-——=|=0 donchestcontlnueenﬁ.

_six< % x\2<1 Fax)=Ga(x\f2) =0  donc Fa(x) =

x>1N2  x—IREU 2% . L
%2

F2 est continue sur IR et de classe C! sur IR sauf peut-étre en 1//2. Donc Y est une variable & densité.

1 1. 1 3_1
2T A

1 1) . 1 2 . 1
2)(3,(1—2)(2j3|x>\/E Xg—xg,smz\/E

F2’(x) = 1 donc une densité de Y est fo(x) =

Osix<— Osix<i
\2 \2

3)a)0<U<1ldonc-1<-U<0 0<1-U<1 0<+1-U<1
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La fonction inverse est décroissante sur JO ; + oo[. Donc T U

Donc V() =[1; + oo].
b) Donc V x <1, Fy(x) =0

VXZl,Fv(X):P( L >xj:P( 1—U2%):P(1—U2%j (tout est positif)

N1-U”

1 1
:P(Uﬁl—?): Fu (1—?j

0six<0
OrFu(x)=1xsi0<x<1
lsix>1
-%£0dmm1—%sl etx>1doncx?>1 %sl -%2-1 1-% > 0.
X X X X X
1 1 1 Osix<1
Osl—gsl donc Fv(x) = Fu@— ) 1- X Donc Fu(x) =) 4 _ J% x> 1= GK).

Donc V suit la méme loi que X.
b)

import numpy as np

import numpy.random as rd
u=rd.rand()

vl=1/np.sqrt(1-u)

u=rd.rand()

v2=1/np.sqrt(1-u)
y2=max(v1,v2)/np.sqrt(2)

Exercice 4

Partie 1

1) a) X1 est le rang du premier pile par A. Les lancers sont indépendants. La probabilité de faire pile a
chaque lancer est p. Donc X1 — G(p). De méme pour Y.

Soit Ca I'événement "A ne fait jamais de pile". Alors :

PCA) =1- 3 P(u=i)=1- > (1-p)p =1— p ¥ (L—p) (avecj=i-1)
i=1 i=1 j=0

i o

-1 g =1-1=0

De méme pour B. Soit I'événement C = "la manche dure éternellement” = Ca m Ce.
Par indépendance, P(C) =P(A) x P(B) =0 x 0=0.

Il est quasi impossible que la premiere manche dure éternellement.

b) 1l est évident que E1 = (X1 = Y1)

¢) Donc Ex = Mzt (X1 =i) N (Y1 =)

P(Ey) = JrZOOP((Xl =) (Y1=1) = JrfP(Xl = i) x P(Y1 =) par indépendance.
i=1 i=1

2 2
= -l git Igl (avecj=i—1 = P - b -_P
IZlq pg-p= pJZqu( j )= pJZ @) = " U qd+q 1+g
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d) A chaque lancer A et B ont la méme probabilité de gagner, donc A et B ont la méme probabilité de
gagner chague manche. Donc P(H1) = P(Gy).
Or E1, G1 et Hy forment un systeme complet d'évenements, donc,
PE) +P(G) +P(H) =1 2P(G)=1-P(E)=1-Tho="1 1 P=r2l PG =11
2) a) A gagne a la n®™ partie signifie qu'il y a égalité pendant les (n — 1) premiéres manches, puis que A
obtient pile en premier lors de la n®™ manche. Donc :
Gh=Ein...n En1n(Xn<Yn)
b) Les manches sont toutes identiques et ne dépendent pas des précédentes, donc

Pe1n .. ~nex-1(Ex) =P(Ey) = 1—?_—q

D'apres la formule des probabilités composées,

P(Gn) = P(E1) x Pe2(E1) x ... x Pezn...Men2(En-1) X PE1~ .. ~En-1 (Xn > Yn) = P(El)n-lp(xl <Yy)
b Yt g

- (1 + qj 1+q

c) P(Gy) = 1 2 q (1 E q) - 1 ?_ q =1 i q donc I'égalité est vraie aussi pour n = 1.

d) G =\U; . Gn. Les événements étant incompatibles,

P(G) = ¥ P(Gy) = p Yt g _ ' g 1 _ 9 L
(G) Z(n) Zl+q 1+q 1+q2 " T1+q* _p  1+q 1*q-p
1+q 1+q

-_q  1+q_1
1+q° 29 2

e) A et B ont des roles symétriques, donc P(H) = P(G) = 1 . Comme E, G et H forment un systeme complet

d'événements, ona: P(E) =1-P(G) - P(H) =0.
Partie Il

while X==
X =rd.geometric(p)
Y=rd.geometric(p)
c=c+1
if X<Y:
print('A a gagné')
else:
print('B a gagné')
print(c)
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