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Concours blanc n°2 – Niveau 2 - Correction 

 

Exercice  

1) a) A2 = 




0  1

1  0 



0  1

1  0
 = 




1  0

0  1
 = I2 

b) X2 – 1 est un polynôme annulateur de A donc les seules valeurs propres possibles sont les racines de  

X2 – 1 = (X – 1)(X + 1), c'est-à-dire 1 et -1. 

A – I = 




-1  1

1  -1
   C2 = -C1 donc la matrice n'est pas inversible donc 1 est valeur propre. 

A + I = 




1  1

1  1
  C2 = C1 donc de même -1 est valeur propre. 

Donc A  M2(IR) et A a deux valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable. (ou : A est symétrique 

donc diagonalisable) 

2) a) Posons P = 








1  1  0

1  -1  0

0  0  1
 et D = 









1  0  0

0  -1  0

0  0  1
. 

On voit que P-1BP = D, c'est-à-dire B = PDP-1 avec D diagonale. 

Donc B est diagonalisable et ses valeurs propres sont -1 et 1. (ou : B est semblable à une matrice 

diagonale…)  

b) On sait que P contient en colonnes une base de vecteurs propres, constituée des bases des sous-espaces 

propres correspondants. 

Donc E1 = Vect 


















1

1

0
, 








0

0

1
 et E-1 = Vect 



















1

-1

0
.  (ou par calcul direct) 

3) a) Une matrice de Bn(IR) a n  n coefficients. Pour chaque coefficient, il y a deux possibilités : 0 ou 1. 

En tout, il y a donc 2^(n2) possibilités. 

b) Pour la première colonne : choix du coefficient qui vaut 1 : n choix 

Pour la deuxième colonne : choix du coefficient qui vaut 1 : n – 1 choix 

…. 

Pour la dernière colonne : choix du coefficient qui vaut 1 : 1 choix 

En tout n(n – 1)…2  1 = n! possibilités. 

4. a) Soit y  Im(u – id). Alors il existe x  E tel que (u – id)x= y   u(x) – x = y. 

(u + id)(y) = u(y) + y = u(u(x) - x) + u(x) – x = u2(x) – u(x) + u(x) – x = u2(x) – x = (u2 – id)(x) = 0. 

Donc y  Ker(u + id) 

Donc Im(u – id)  F. 

b) donc dim(Im(u – id))  dim(F)    dim(Im(u – id))  p. 

Or, d'après le théorème du rang, dim(Ker(u – id)) + dim(Im(u – id)) = dim(E)  

dim(Im(u – id)) = n – q  

Donc n – q  p     p + q  n 

c) Notons B la famille (f1, f2, …, fp, g1, g2, …, gq). 

Soit (a1, …., ap, b1, …, bq) des réels tels que a1f1 + … + apfp + b1g1 + … + bqgq = 0 (1) 

 i  {1, …, p}, fi appartient à F = Ker(u + id) donc (u + id)(fi) = 0   u(fi) + fi = 0   u(fi) = - fi    

 j  {1, …, q}, gj appartient à G = Ker(u – id) donc (u – id)(gj) = 0   u(gj) – gj = 0   u(gj) = gj. 

Donc d'après (1) : u( )a1f1 + … + apfp + b1g1 + … + bqgq  = u(0) 

                             a1u(f1) + … + apu(fp) + b1u(g1) + … + bq u(gq) = 0   

      - a1f1  …     – apfp + b1g1 + … + bqgq = 0  (2) 

En faisant (1) + (2), on obtient : 2b1g1 + … + 2bqgq = 0 
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Or la famille (g1, …, gq) est une famille libre, donc 2b1 = 0, …, 2bq = 0   donc b1 = b2 = … = bq = 0. 

En remplaçant dans (1) : a1f1 + … + apfp = 0. 

De même, comme la famille (f1, …, fp) est libre, a1 = … = ap = 0. 

Donc la famille B est libre. 

De plus cette famille a p + q éléments, avec  p + q  dim(E). 

Or, dans un espace de dimension n, une famille libre a au plus n éléments. Donc p + q = dim(E) 

De plus, dans un espace de dimension n, une famille libre à  n éléments est une base. Donc B est une base. 

d) u(g1 – f1) = u(g1) – u(f1) = g1 + f1 

u(g1 + f1) = u(g1) + u(f1) = g1 – f1. 

e) (on rappelle que p < q) 

Pour i  {1, …, p}, notons hi = gi + fi et  ki =  gi – fi. 

Notons C la famille (h1, …, hp, k1, …, kp, gp+1, …, gq). Montrons que C est une base de E : 

Si a1h1 + … + aphp + b1k1 + … + bpkp + cp+1gp+1 + … + cqgq = 0 

    a1(g1 + f1) + … + ap(gp + fp) + b1(g1 – f1) + … + bp (gp – fp) + cp+1gp+1 + … + cqgq = 0 

    (a1 – b1)f1 + … + (ap – bp)fp + (a1 + b1)g1 + … + (ap + bp)gp + cp+1gp+1 + … + cqgq = 0 

Comme la famille B = (f1, f2, …, fp, g1, g2, …, gq) est libre, on a :  







 

a1 – b1 = 0

…

ap – bp = 0

a1 + b1 = 0

…

ap + bp = 0

cp+1 = 0

…

cq = 0

      De 



 
a1 + b1 = 0

a1 – b1 = 0
  on obtient 




 
2b1 = 0

a1 = b1
     




 
b1 = 0

a1 = 0
 

De même   a2 = b2 = 0, …, ap = bp = 0. 

Donc la famille C est une famille libre. 

De plus card(C) = p + p + (q – p) = p + q = n = dim(E), donc C est une base de E. 

Or i  {1, …, p}, u(ki) = fi et u(fi) = ki  et i  {p+1, …, q}, u(gi) = gi. 

Donc MC(u) = 

    u(f1)        …          u(fp)      u(k1)       …          u(kp)   u(gp+1)      …          u(gq) 

0 … 0 1 0 0 0 … 0 

…  … 0 1 0 …  … 

0 … 0 0 0 1 0 … 0 

1 0 0 0 … 0 0 … 0 

0 1 0 …  … …  … 

0 0 1 0 … 0 0 … 0 

0 … 0 0 … 0 1 0 0 

…  … …  … 0 1 0 

0 … 0 0 … 0 0 0 1 

Donc MC(u)  Bn(IR). 
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Problème 

Partie I 

1. a)  t  IR, MX(t) = E(etX). D'après le théorème de transfert, MX(t) = 
k=-n

n

 etkP(X = k). 

MX est donc de classe C1 sur IR comme somme de fonctions de classe C1. 

(b) La dérivée p-ème de u(t) = etk est u(p)(t) = kpetk donc M
(p)
X (t) = 

k=-n

n

 kpetkP(X = k)  t  IR. 

En particulier, M
(p)
X (0) = 

k=-n

n

 kpP(X = k).  

Or d'après le théorème de transfert, E(Xp) = 
k=-n

n

 kpP(X = k) donc M
(p)
X (0) = E(Xp). 

(c) i.  t  IR, GX(et) = 
k=0

2n

 P(X = k – n)(et)k = 
k=0

2n

 P(X = k – n)etk. 

Posons k' = k – n    GX(et) = 
k'=-n

n

 P(X = k')et(k' + n) = 
k'=-n

n

 P(X = k')etk'etn = etn 
k'=-n

n

 P(X = k')etk' = ent MX(t) 

ii.  t  IR, GX(et) = ent MX(t) = entMY(t) = GY(et) (la formule précédente est aussi vraie pour Y). 

iii. Posons P = GX – GY. Alors  t  IR, P(et)  = 0 

La fonction t ⎯⎯→ et est une bijection de IR sur ]0; + [ donc  y  ]0; + [, P(y) = 0. 

Un polynôme non nul de degré n a au plus n racines.  

Comme P a une infinité de racines, P est nul. 

Donc  k  {0, …., 2n}, P(X = k – n) = P(Y = k – n)  c'est-à-dire  k'  {-n, …, n}, P(X = k') = P(Y = k'). 

X et Y suivent la même loi. 

2. (a) i. X2() = {0,1,2} et S() = {-1;1} et Y2 = SX2 donc Y2() = {-2,-1,0,1,2} 

ii. P(X2 = 0) = ( )2
0  






1

2

0






1

2

2

 = 
1

4
       P(X2 = 1) = ( )2

1  





1

2

1






1

2

1

 = 
2

4
     P(X2 = 2) = ( )2

2  





1

2

2






1

2

0
 = 

1

4
 

P(Y2 = 2) = P((S = 1) (X2 = 2)) = P(S = 1)P(X2 = 2) (par indépendance de S et X2) = 
1

2
  

1

4
 = 

1

8
. 

De même, P(Y2 = 1) = P((S = 1)  (X2 = 1)) = 
1

2
  

1

2
 = 

1

4
 

P(Y2 = -1) = P((S = -1)  (X2 = 1)) = 
1

4
    P(Y2 = -2) = P((S = -1)  (X2 = 1)) = 

1

8
 

Enfin P(Y = 0) = P(X2 = 0) = 
1

4
.    

 

 

(b) Posons Z2 = X2 – (S + 1) 

 X2 = 0 X2 = 1 X2 = 2 

S = 1 Z2 = -2   Z2 = -1  Z2 = 0 

S = -1 Z2 = 0   Z2 = 1 Z2 = 2 

Z2() = {-2, -1, 0, 1, 2} 

(Z2 = 2) = (X2 = 2)(S = -1) donc par indépendance P(Z2 = 2) = 
1

4
  

1

2
 = 

1

8
 

De même, P(Z2 = 1) = 
1

2
  

1

2
 = 

1

4
     P(Z2 = 0) = 

1

2
  

1

4
 + 

1

2
  

1

4
 = 

1

2
   P(Z2 = -1) = 

1

2
  

1

2
 = 

1

4
 

k -2 -1 0 1 2 

P(Y = k) 1/8 1/4 1/4 1/4 1/8 
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P(Z2 = -2) = 
1

2
  

1

2
 = 

1

4
.  On voit que Z2 suit la même loi de Y2. (mais Z2 n'est pas égal à Y2 !) 

3. a) X = rd.binomial(2,0.5,n) 

X contient une matrice à n lignes et 1 colonne. Chaque coefficient est une simulation de la loi B(2, 1/2). 

B = rd.binomial(1,0.5,n) 

S = 2*B-np.ones((1,n)) 

B contient une matrice à n lignes et 1 colonne. Chaque coefficient est une simulation de la loi B(1, 1/2), 

c'est-à-dire vaut 0 ou 1 avec équiprobabilité. 

20 – 1 = -1    21 – 1 = 1 donc S contient une matrice à n lignes et 1 colonnes, dont chaque coefficient vaut 

1 ou -1 avec équiprobabilité. (Elle représente donc la VAR S). 

b) Z est une matrice à n lignes et 2 colonnes. 

Z[:,0]=S*X1   est le produit coefficient par coefficient des premières colonnes de S et X : il s'agit donc de n 

simulations de Y2. 

Z[:,1]=X1-S-np.ones((1,n))   représente n simulations de X2 – (S + 1) (de même loi que Y2). 

Donc chaque coefficient de Z représente une simulation de la loi de Y2. 

4. Xn() = [[0;n]]. D'après la question 1 (a), MXn est définie sur IR et  

 t  IR, MXn(t) = 
k=0

n

 P(Xn = k)etk =  
k=0

n

 ( )n
k





1

2

k






1

2

n-k

etk = 
k=0

n

 ( )n
k





et

2

k






1

2

n-k

 = 






et

2
 + 

1

2

n

 = 
(et + 1)n

2n   d'après la 

formule du binôme de Newton. 

De même, MYn(t) = 
k=-n

n

 etkP(Yn = k) = 
k=-n

-1

  etkP(Yn = k) + P(Yn = 0) + 
k=1

n

  etkP(Yn = k) 

Avec k' = -k dans la première somme :  

= 
k'=1

n

 e- tk' P(Yn = -k') + P(Yn = 0) + 
k=1

n

  etkP(Yn = k)  

= 
k'=1

n

 e- tk' P((S = -1)(Xn = k')) + P(Xn = 0) + 
k=1

n

  etkP((S = 1)(Xn = k))  

= 
k=1

n

 e- tk 1

2
 ( )n

k





1

2

k






1

2

n-k

 + 
1

2n + 
k=1

n

  etk 1

2
 ( )n

k





1

2

k






1

2

n-k

     (par indépendance) 

= 
1

2
 
k=1

n

 ( )n
k  







e-t

2 




1

2

n-k

 + 
1

2n + 
1

2
 
k=1

n

 ( )n
k






e-t

2

k






1

2

n-k

 = 
1

2
 














e-t + 1

2

n

 – 
1

2n  + 
1

2n + 
1

2
 














et + 1

2

n

 – 
1

2n    

= 
1

2n+1 (e
-t + 1)n – 

1

2n+1 + 
1

2n + 
1

2n+1(e
t + 1)n – 

1

2n+1 =  
1

2n+1 ( )(e-t + 1)n + (et + 1)n  

(c) (1 + e-t)n = 






1 + 

1

et

n
 = 






et + 1

et

n
 = 

(et + 1)n

ent  = e-nt(1 + et)n. 

 t  IR, MYn(t) = 
1

2n+1 ( )(e-t + 1)n + e-nt(1 + et)n  = 
(1 + et)n

2n+1  (1 + e-nt) = 
(1 + et)n

2n   
1 + e-nt

2
 

Soit Hn une VAR indépendante de Xn et Zn = Xn – Hn 

Alors MZn(t) = E(et(Xn – Hn)) = E(etXne-tHn) = E(etXn)E(e-tHn) = MXn(t)MHn(-t). 

(Xn et Hn sont indépendantes, donc etXn et e-tHn aussi). 

Considérons que Hn suit la loi uniforme sur {0, n} 

Or MHn(t) = P(Hn = 0)et0 + P(Hn = n)etn = 
1

2
 + 

1

2
etn    

donc MZn(t) = MYn(t)MHn(-t) = 
(1 + et)n

2n   
1 + e-nt

2
 = MYn(t). 

Donc d'après la question 1.c), Zn suit la même loi que Yn. 
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Partie II 

Dans toute cette partie, on considère que 0 appartient à DX (et DY, et que KX et KY sont de classe Cp sur un 

voisinage de 0. 

5. (a) MX(0) = E(e0X) = E(1) = 1  donc KX(0) = ln(Mx(0)) = 0 

(b) t  IR, e
tY = et(aX+b) = etaX + tb = etb etaX 

Donc etY admet une espérance si et seulement si e(at)X admet une espérance, c'est-à-dire si et seulement si  

at  DX. 

Dans ce cas E(etY) = etb E(e(at)X) donc MY(t) = etbMX(at)   ln(MY(t)) = ln(etb) + ln(MX(at)) 

  KY(t) = bt + KX(at) 

(c) Avec a = -1 et b = 0, on obtient :  t tel que -t  DX, K-X(t) = KX(-t). 

Si X et -X suivent la même loi, K-X = KX et D-X = DX donc  t  DX, KX(t) = KX(-t). 

La fonction KX est paire.  

Donc si p est un nombre impair, la dérivée p-ème KX
(p) est impaire. Donc Qp(X) = KX

(p)(0) = 0. 

6. (a)  t  DX  DY   et(X + Y) = etX etY  donc par indépendance, E(et(X + Y)) = E(etX)E(etY)    

MX+Y(t) = MX(t)MY(t)   donc ln(MX+Y(t)) = ln(MX(t))ln(MY(t))     KX+Y(t) = KX(t) + KY(t). 

(b) Par linéarité de la dérivée, on a donc  p  IN*,  t  DX  DY, KX+Y
(p)(t) = KX

(p)(t) + KY
(p)(t). 

Comme 0   t  DX  DY    KX+Y
(p)(0) = KX

(p)(0) + KY
(p)(0)     Gp(X + Y) = Gp(X) + GP(Y) 

7. Si U ⎯⎯→ U([0 ;1]), fU(x) = 



 
1 si 0  x  1 

0 sinon
 (fU est à support sur [0 ;1]) 

Et 0
1 fU(x)etxdx = 0

1 etxdx   C’est l’intégrale sur un segment d’une fonction continue, donc t  IR, MX(t) 

existe et MX(t) = 0
1 etxdx 

MX(0) = 0
1 1dx = 1(1 – 0) = 1 Si t  0, MX(t) = 







1

t
 etx 1

0 = 
1

t
 et – 

1

t
 e0 = 

et – 1

t
.   

Donc MU(t) = 




 

et – 1

t
 si t  0

1 si t = 0
 

b) MU est dérivable sur ]-  ;0[ et ]0 ; + [ (quotient de fonctions dérivables, avec dénominateur non nul) et 

 t  0, MU’(t) = 
ett – (et – 1)

 t2  = 
tet – et + 1

t2 
. 

c) 
MU(t) – 1

t 
 = 

et – 1

t
 – 1

t 
 = 

et – 1 – t

t2     Or et =0 1 + t + 
t2

2
 + o(t2)   donc et – 1 – t = 

t2

2
 + o(t2) 

et – 1 – t ~0 
t2

2
     donc 

MU(t) – 1

t 
 ~0 

1

2
   donc lim

t → 0

MU(t) – 1

t 
 = 

1

2
   

d) lim
t → 0

 
MU(t) – MU(0)

 t – 0
 = 

1

2
 donc MU est dérivable en 0 et MU’(0) = 

1

2
. 

On voit que MU’ est continue sur ]-  ;0[ et ]0 ; + [ 

t.et =0 t + t2 + 
t3

2
 + o(t3) =0 t + t2 + o(t2) 

Donc tet – et + 1 =0 t + t2 + o(t2) – 






1 + t + 

t2

2
 + o(t2)  + 1 =0 

t2

2
 + o(t2) ~0  

t2

2
 

Donc MU’(t) ~0 
1

2
   donc lim

t → 0
 MU’(t) = 

1

2
 = MU’(0)  donc MU’ est continue en 0. 

Donc MU est de classe C1 sur IR. 

8. a) X ⎯⎯→ U([ ;]), donc X =  + ( – )U, où U ⎯⎯→ U([0 ;1]) 
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KU est définie sur IR, donc d’après la question 5.b), KX est aussi défini sur IR et  

 t  IR, KX(t) = t + KU(( – )t) = t + ln(MU(( - )t))  

b. MU est de classe C1 sur IR, donc KX est aussi de classe C1 sur IR comme somme et composée de fonctions 

de classe C1. 

Et  t  IR, KX’(t) =  + 
( - )MU’(( - )t)

 MU(( - )t)
     Donc Q1(X) = KX’(0) =  + 

( - )MU’(0)

 MU(0)
  =  + 

( - )
1

2

1
 

=  + 
 – 

2
 = 
 + 

2
 = E(X). 

9. a) Si T ⎯⎯→ P()  etT admet une espérance si et seulement si la série 
k  0

 etkP(T = k) est absolument 

convergente. 

Or etkP(T = k) = etk 
ke- 

k! 
 = 

(et)k

k! 
 e-   on reconnait la série exponentielle qui converge donc  t  IR. 

Donc  t  IR, MT(t) = E(etT) = eexp(t) e-  = e(exp(t)-1)   donc KT(t) = (et – 1). 

(b) Donc  p  1, KT
(p) = et   donc Qp(T) =  

10.  x  IR,  t  IR  tx – 
x2

2
 = - 

1

2
 (x2 – 2tx) = - 

1

2
 ((x – t)2 – t2) 

Donc - 
+  exp 







tx – 

x2

2
dx = exp ( )t2/2   - 

+  exp






- 

1

2
 (x – t)2 dx 

On reconnait à une constante près l’intégrale de la densité pour la loi N(t, 1). Donc l’intégrale converge. 

b) Si Z ⎯⎯→ N(0,1), - 
+  etxfZ(x)dx = - 

+  exp(tx) 
1

2
exp( )- x2/2 dx = 

1

2
 - 

+  exp 






tx – 

x2

2
dx 

Cette intégrale converge, donc d’après le théorème de transfert, etZ admet une espérance pour tout réel t, et 

MZ(t) = E(etZ) = 
1

2
 - 

+  exp 






tx – 

x2

2
dx = exp ( )t2/2   - 

+  
1

2
exp







- 

1

2
 (x – t)2 dx  

= exp ( )t2/2  - 
+  fY(x)dx si Y ⎯⎯→ N(t, 1) 

= exp ( )t2/2  

c) Donc  t  IR, KZ(t) = ln(MZ(t)) = 
t2

2
 

Soit X ⎯⎯→ N(, 2). Alors X = X* + , où X* ⎯⎯→ N(0,1).  

Donc d’après la question 5 b),  t  IR, KX(t) = t + KX*(t) = t + 
2t2

2
 

KX est de classe C sur IR et  t  IR, KX’(t) =  + 2t    KX"(t) = 2     k  3, KX
(3)(t) = 0 

Donc Q1(X) =     Q2(X) = 2   et  k  3, Qk(X) = 0 

 

Partie III 

11.  t  I, KX'(t) = 
MX

'(t)

 MX(t)
  donc Q1(X) = KX

'(0) = 
MX'(0)

 MX(0)
   Or MX

'(0) = E(X) d'après l'énoncé 

et MX(0) = E(e0X) = E(1) = 1   donc Q1(X) = E(X). 

De même, KX
''(t) = 

MX
''(t)MX(t) – MX'(t)2

MX(t)2 
 donc Q2(X) = 

E(X2)  1 – E(X)2

12 
 = V(X) d'après la formule de 

Huygens. 

12. D'après la formule du binôme (en s'aidant par exemple du triangle de Pascal) : 

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 donc (a – b)4 = a4 – 4a3b + 6a2b2 – 4ab3 + b4 

S4 = (X1 – X2)
4 = X1

4 – 4X1
3X2 + 6X1

2X2
2 – 4X1X2

3 + X2
4 
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On sait que X1 et X2 admettent des moments d'ordre 1, 2, 3 et 4, et par indépendance, 

S4 admet une espérance et E(S4) = E(X1
4) – 4E(X1

3)E(X2) + 6E(X1
2)E(X2

2) – 4E(X1)E(X2
3) + E(X2

4) 

= 2E(X4) – 8E(X3)E(X) + 6E(X2)2     

= 2E(X4) – 8E(X3)E(X) + 6(V(X) + E(X)2)2     

= 2E(X4) – 8E(X3)E(X) + 6V(X)2 + 12V(X)E(X)2 + 6E(X)4 

= 2E(X4) – 8E(X3)E(X) + 6V(X)2 + 12(E(X2) – E(X)2)E(X)2 + 6E(X)4 

= 2E(X4) – 8E(X3)E(X) + 12E(X2)E(X)2 – 6E(X)4 + 6V(X)2 

 = 2(E(X4) – 4E(X3)E(X) + 6E(X2)E(X)2 – 3E(X)4) + 6V(X)2 

  

(X – E(X))4 = X4 – 4E(X)X3 + 6E(X)2X2 – 4E(X)3X + E(X)4 

donc 4(X) = E(X4) – 4E(X)E(X3) + 6E(X)2E(X2) – 4E(X)3E(X) + E(X)4 

                   = E(X4) – 4E(X)E(X3) + 6E(X)E(X2) – 3E(X)4 

Donc E(S4) = 24(X) + 6V(X)2 

(b) Quitte à réduire I, supposons qu'il est symétrique par rapport à 0. 

 t  I, etS = et(X1 – X2) = etX1 e-tX2 donc par indépendance, MS(t) = MX1(t)MX2(-t) = MX(t)MX(-t) 

Comme MX est de classe C4 sur I, MS aussi, et KS = ln(MS) aussi. 

Notons M = MS et K = KS 

 t  I, M(t) = eK(t) donc M'(t) = K'(t)eK(t)   M"(t) = K"(t)eK(t) + K(t)'2eK(t) = K"(t)M(t) + K'(t)M'(t) 

M(3)(t) = K(3)(t)M(t) + K"(t)M'(t) + K"(t)M'(t) + K'(t)M"(t) 

= K(3)(t)M(t) + 2K"(t)M'(t) + K'(t)M"(t) 

 

M(4)(t) = K(4)(t)M(t) + K(3)(t)M'(t) + 2(K(3)(t)M'(t) + K(2)(t)M"(t)) + K"(t)M"(t) + K'(t)M(3(t) 

           = K(4)(t)M(t) + 3K(3)(t)M'(t) + 3K(2)(t)M"(t)) + K'(t)M(3(t) 

(c) Pour t = 0, on obtient :  

(*) MS
(4)(0) = Q4(S)MS(0) + 3Q3(S)MS'(0) + 3Q2(S)MS"(0) + Q1(S)MS

(3)(0) 

S = X1 – X2 et -S = X2 – X1 suivent la même loi, donc les cumulants d'ordre impair sont nuls :  

Q1(S) = Q3(S) = 0  

Donc (*) devient : MS
(4)(0) = Q4(S) + 3Q2(S)MS"(0) 

Posons MX = M MS(t) = MX1-X2(t) = MX1(t)MX2(-t) = M(t)M(-t) par indépendance. 

Donc MS'(t) = M'(t)M(-t) – M(t)M'(-t) 

MS"(t) = M"(t)M(-t) – M'(t)M'(-t) – M'(t)M'(-t) + M(t)M"(-t) = M"(t)M(-t) – 2M'(t)M'(-t) + M(t)M"(-t) 

Donc MS"(0) = 2M"(0)M(0) – 2M'(0)2 = 2(E(X2) – E(X2)) = 2V(X) 

Or V(S) = V(X1 + (-X2)) = V(X1) + V(-X2) (indépendance) = V(X1) + V(X2) = 2V(X). 

Donc MS"(0) = V(S) 

Comme KS(t) = KX(t) + KX(-t)    KS'(t) = KX'(t) – KX'(-t)    KS"(t) = KX"(t) + KX"(-t) 

Donc KS"(0) = KX"(0) + KX"(0)   Q2(S) = 2Q2(X) = 2V(X) = V(S) 

Donc (*) devient MS
(4)(0) = Q4(S) + 3V(S)2 

 

Enfin, MS
(3)(t) = M(3)(t)M(-t) – M"(t)M(-t) – 2M"(t)M(-t) + 2 M'(t)M"(-t) + M'(t)M"(-t) – M(t)M(3)(-t)  

= M(3)(t)M(-t) – 3M"(t)M(-t) + 3M'(t)M"(-t) – M(t)M(3)(-t)  

Enfin, MS
(4)(t) = M(4)(t)M(-t) – 4M(3)(t)M'(-t) + 6M(2)(t)M(2)(-t) – 4M'(t)M(3)(-t) + M(t)M(4)(-t) 

En 0 : MS
(4)(0) = 2M(4)(0)M(0) – 8M(3)(0)M'(0) + 6M(2)(0)2  

MS
(4)(0) = 2E(X4) – 8E(X3)E(X) + 6E(X2)2 = E(S4) (d'après la question 9) 

Donc E(S4) = Q4(S) + 3V(S)2. 

13. Comme KS
(4)(t) = KX

(4)(t) + KX
(4)(-t), on a Q4(S) = 2Q4(X) On a vu également que V(S) = 2V(X) 

Donc d'après les questions (a) et (c) précédentes : 24(X) + 6V(X)2 = 2Q4(X) + 12V(X)2 

Donc 2Q4(X) = 24(X) – 6V(X)2      Q4(X) = 4(X) – 3V(X)2. 


