Devoir a la maison n°11 —Correction

Exercice 1
X
1. a) Les points d’équilibre de (S) sont les solutions du systéme AX = 0. Posons X = ( y )

Xx-y=0

X
3x 3y = ),XE'R.

0 & x=y.Les points d’équilibres sont les points (X

AX=O<:>{

. 1-2 -1
b)SOItkeIR.A-M2=( 3 -3x)

A est valeur propre de A < det(A-Al)) =0< (1-A)(-3-A)-3(-1)=0

S3-A+AN+AM2+3=012+20=0=A(A+2)=0< A =00Uur="-2.

A € M(IR) et A a deux valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable.
s 1

On a déja vu que Eo(A) = Vect (( 1 D

A+z|2:@ D (A+21)X=0<3x-y=0cy=3x DoncE-z(A):VeCt(@)

1 1

(3) et (1) forment une base de vecteurs propres, donc d’aprés la formule de changement de base,
-2 0 11

— -1 — —

A =PDP ,avecD—(0 O)etP—(3 1)

(1 1) (1 O)

31 01

11\/(10

(o 2) (3 -1) L 3L -Lo

20 /-11

(o 2) (3 -1) L2l -Lo

10 1(—1 1) 1 1 g _;(—1 1)(1 1)_(1 0) .1_1('1 1)
(0 1) 503 1 L1<—2L1,L2<—2L2 Verlflcatlon.2 3 q4MN31)\g 1) DoncP =513 1

c) A est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont négatives ou nulles. Donc toutes les trajectoires sont
convergentes.

d) On pose Y = P1X. Par linéarité de la dérivée, on a donc Y’ = P1X’

X’ =AX < X’ =PDPX < PIX’ =PPDPIX < Y’ = DY

_ Y1) . {Y1’=-ZY1 {y1:616'2t
OnposeY—(y2 Y’ =DY < v =0 < ly.=b

_o_(11 ae‘2‘>_(ae'2t+b)
X‘PY‘(3 1)( b )=\ 3ae?+b )
3)a) On poseBz(elgt).

Le systéme s’écrit : X’ = AX + B <> X’ =PDP !X + B < PX’ = P'PDPX + P'B
< PX° =D(P*X) +P'B < Y’ =DY + P?'B, avec Y = P'X

()=(5 o)) +3 (58
Sy )7 0 olly,) T2\ 3¢ /<

Les solutions des équations homogeénes ont éte trouvées en 1.d).

(a b) e R?

y1’ +2y1= %(e3t -1)
,_1 3t
Y2 2 (3 —€ )
Solution particuliére de y’1 + 2y; = %ea : Posons yi(t) = ae® alors y1’(t) = 3ae™

y’1(t) + 2ya(t) = e < 3ae® + 20e® = %e“ < 50 = % (care*#0) < a = 1—10

Solution particuliére de y’1 + 2y1 = % Cherchons une solution particuliere constante :

ECG2 : Année 2023-2024



Alors y*a(t) + 2ya(t) = - % eyt = -%

.. . . , . 1 1
Donc par superposition des solutions, les solutions de I’équation en y; sont: yi(t) =-—=e*-=+ae? a e R.

10 4
Pour la deuxiéme équation, il suffit de trouver les primitives : ya(t) = g t —%e"“ +b,be R
i 3t l -2t _i 3t § -2t l
EnfinX—PY—(l 1) 108 4737 | (s rptratibog
JNC B | R P e | 2,3 2t 3
2t—6e +b 15 +2t+3ae +b—4
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1. a) g est continue sur IR comme produit et composée de fonctions continues sur IR.
V¥ X € IR, exp(-x) > 0 et exp(-exp(-X)) > 0 donc g est positive sur IR.

Posons u(x) = -exp(-x) alors u’(x) = exp(-X)

Soit T > 0. fo Tg(x)dx = [exp(-exp(-x))]g = exp(- exp(-T)) — exp(-exp(-0)) = exp(- exp(-T)) — exp(-1)
TIiﬁanexp(- T) =0donc Tlinjw exp(- exp(-T)) =1 Donc fo+ * g(x)dx converge et vaut 1 — exp(-1).

De méme, s T <0, fTO g(x)dx = exp(-1) — exp(- exp(-T))

TILnjw exp(- T) = + o donc TIme exp(- exp(-T)) = 0. Donc f‘io g(x)dx converge et vaut exp(-1).

Donc f;w g(x)dx converge et vaut exp(-1) + 1 —exp(-1) = 1. Donc g est une densité de probabilité.

b) V X € IR, Fz(X) = f XOO g(t)dt = f 20 g(t)dt + fox g(t)dt = et + exp(- exp(-x)) — e = exp(- exp(-x))
Ou:Soit T<x fTX g(tdt= [exp(—exp(—t))]? = exp(-exp(-x)) — exp(-exp(-T)) et TILr[]w exp(- exp(-T))=0...
2.a) VX € R, Fr(X) =P(Th £X) = P(Max(Xa, ..., Xy) <X) = P("tous sont < x") = P((X1 £ X)N...n(Xn £ X))

= P(X1 <x)...P(Xn < X) (par indépendance) = Fxi(x)" (car Xu, ..., Xo méme loi) Fm(X) = m.
1 ex \ ™" ex\"
b) VX e IR, Vn e IN*, P(Uy < X) =P(Th— In(n) <X) = P(Th < x + In(n)) = (L + ey = (1 + e'“(“)) = (1 + FX) :
ex\™" e
c)VXelR, Vne IN* (1+F) =exp ( n In(1+FD
x . X X
lim £ = 0 donc In(l + e—x) ~nS on In(l + e_) ~roo - €%
n—+o N n n n
e eX\™"
Donc lim-n In(l + F) =-e* et lim (1 + FX) = exp(-e™).
Donc V x € IR, lim Fun(X) = Fz(X), ou Z est la VAR définie dans la premiere question.
Donc la suite (Uy,) converge en loi vers Z.
7.8) Yo = %(x1 ..+ Xy) donc par linéarité, E(Y,) = % (E(X) + ... + E(X,)) =0
_1 _1 s 21, 0
V(Yn) = FV(Xl +... .+ Xy = F(V(Xl) + ... + V(X,)) (par indépendance) = no’ ="
b) Les variables (X,) sont indépendantes, de méme loi et admettent une espérance et une variance.
Donc d'aprés le théoréme de la limite centrée, Y," = Yo E(¥n) _ Yo _ Ya/n converge en loi vers une variable
G(Yn) G/\/F] G

aléatoire Y qui suit la loi M0,1).

o

¥

< o

Donc IimP(— sYn_—)
Jn

n — +oo

= imP(-1< Y, <1) = P(1< Y 1) = (1) - D(-1) = 2(1) - 1

ECG2 : Année 2023-2024



