Devoir a la maison n°2 - Correction

Exercice 1
.1 1 1 1 1
1. nllr['w'?: 0doncIn (l_F) L) donc - In (1—?) )
l 1 1
vYn>21-=<1ldoncln ?so donc -1In 1_F >0.
Les séries sont a termes positifs et >’ l2 converge, donc la série )’ u converge aussi.
n>1 n>2
2.¥n>2, In(l——) | ( x j (( 1)(” * ”j In(n + 1) + In(n — 1) — 2In(n)
N N
Pour N > 2, posons SN = D un= >, —(In(n + 1) + In(n — 1) — 2In(n))
n=2 n=2
N N N
=->In(n+1)- > In(n—-1)+2> In(n)
n=2 n=2 n=2

- (IN@) + ... + In(N — 1) + In(N) + In(N + 1)) — (In(2) + In(2) + In(3) + ... + In(N — 1))
+2(In() + In(3) + ... + In(N — 1) + In(N))

=-In(2) +In(2) + In(N) — In(N + 1) = '”( & )

N+1
+ oo
%~m2l\lrl ~+o 2 donc I|m Sn =1In(2). Donc Y. un=1In(2).
n=2

3) La fonction f(x) = In(1 + x) est concave sur ]-1; + o[, donc sa courbe se situe sous sa tangente, en

particulier en 0. Or f'(x) = Vv x>-1. Doncf(0)=0 f'(0)=1

1+x

Equation de la tangente y = f '(0)(x — 0) + f(0) = x.

Donc V x> -1, In(1 + x) < x.

Ou : Posons g(x) = x — In(1 + x). g est dérivable sur J-1; + oof et
1 1+x-1_ X

1+x 1+x 1+x

X -1 0 + g(0)=0-1In(1)=0

Vx>-1,g'xX)=1-

g'(x) - 0 + D'apres le tableau de variation, g(x) >0 V x> -1

9(x) ~, . / Doncx>In(1 +x) ¥V x>-1

Ou encore : Par convexité de la fonction exp sur R donc surJ-1 ;+ o[ ona:V x>-1,e*>1+x

Par croissance de la fonction In (et comme 1 + x >0) : x > In(1 + x)

b)Vnzz,-%»ldoncIn(l—#)s-# donc un >

N N 1 + 00 001 +001 1
DoncVN=2, > up> an et en passant a la limite . u, > Z—z In(2) > anflz
n=2 n=2 n=2 n=2 n=1
+001
Donc ), 2<1+In(2)
n=1"
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Exercice 2

1a)g b _a(n+1)+ bn _(a+b)n+a
"n n+1 nin+1) ninh+1)  n(h+1)
Par identification d Hicient {a+b:0 {b:-l d 1 1 1
ar identification des coefficients, | . _ 4 S1az21 oncn(n+1) =i Tna1
ou 1 (n+1) n__n+l1 _n 211

n(n+1) nn+1) nn+1) nin+1) n n+1"
b) Soit N € IN™.
g: X+l _ %Xn’fl(l_ 1 ): N Xn+1_ N !
Snn+1) = h n+l) = n Zn+l

N g N+lyw
—xZ——Z—(avecn—n+l)

nl n2

ﬂ N+1 1 N+1
X" X
—XZ Z ]—XZ—
N+ln

Jim (nz ] Z—:-In(l x) De méme, lim Z—:-In(l X).

n+1 + n+1

Donc la série Z (X+ ) onvergeetzm -X.In(1 - x) +In(1 - x) + x = ¢(X).

1 N1 ) , .
2. Soit N € IN%, Z— DlE-—=]|= (somme telescopique)
n=

~nn+1) Z\n n+1 T N+1
lim1- =1 donc la série converge et E“o# 1 Or ¢(1) = 1 donc Z c_ 1 =o(1)
No+o N+ 1 n(n+1) n(n+1) '
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