ECG2 : Correction du D.M. n°6
d'aprés EML 2008

Partie |

1 1 1 1 1
1) rang(A) = rang [(0 } [0 J (-1 D rang[[O } [-1 B = 2 car les vecteurs ne sont pas colinéaires.
-2) \-2 -1 -2 -1

a-b=0 a=b
2)ae1+be2+ce3:O<:>{-a+b+C=0<:>{C=0<:>a:b:c:0 la famille est libre.
b-c=0 b=0
Il'y a 3 vecteurs et dim(931(R)) = 3 donc e1, e, e3 est une base de M 1(RR).

11 1Yy1 0 1 1 1Y)y-1 1
3) a) u(el):Aelz[O 0 -1}(-1]:[0} u(ez):[o 0 -1][1]:[-1]:-e2.
-2 -2 -1\ 0 0 2 -2 -1AN1 -1

1 1 1YO0 0 000
us)=| 0 0 -1 1 |=|1|=es doncMqu)=|0 -1 0| Onremarque que M(u) = D.

-2 -2 -1A-1 -1 001
1-10

b)Ona:Mgu)=A MJu)=D SoitP=Pg ..=[-1 1 1 | Pestinversible car ¢ estune base.
0 1 -1

Alors d'aprés la formule de changement de base, A = PDP™,

" 0 0) (0 0 O
4)VneN* D= [o (-1)" OJ:[O 1) o}

o o 1 0 0 1
00O 000 0 O 0
anD2+an:an[OlO}+bn{O -1 OJ:[O an—bn O J
001 001 0 0 an+bhn

an — bn = (‘:I.)n - { an — bn = ('].)rI

n— 2
D_anD+an©{an+bn:1 an:]-_('l)n Lo —Lo— L1

I S G ) M B Y
= ()T T s 1+ (-1)" 1-(-1)"
= g Donc vn>1,D"= D%+ D
by = 1 2{ 1) 2 2

b) V n eIN*, A"=PD"P! = P(an D? + by D)P'l = anPD?P? + bsPDP! = a,A? + brA.

Ou : Comme D représente u dans la base ¢, on déduit de la formule de D" que : u" = a, u? + by u.
Comme A représente u dans la base @, on a donc : A" = a, A% + by A.

5) B =Mg(v)etP=Pg .c. C=P*BPdoncB=PCP*!

D'aprés la formule de changement de base, C est la matrice de v dans la base C.

2 1 1Yy1 1 2 1 1\-1 0
V(el):Belz['3 -2 -1](-1}:(-1J:el v(ez):BeZ:(-B -2 -1}(1]:(0}
1 1 0AO0 0 11 0A1 0

2 1 1YD0 0 100
v(es)= Bes=|-3 -2 -1 | 1 |=|-1|=-e3doncC= M{v)=|0 O O |estbien diagonale.

1 1 0A-1 1 00 -1

Partie Il : 1. dim(€) = dim(3(R)) = 32 = 9.

2VMeE VM eE Vie RRf{M+M)=AM+M)-(M+M)B=AM+ AM' - MB - M'B
=AM -MB + AM' - M'B = f(M) + f(M").

f(AM) = A(AM) — (AM)B = LAM - AMB = A(AM — MB) = Af(M). Donc f est un endomorphisme de .

3.a) N =PMP donc M = PNP*!
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M e Ker(f) < f(M) =0 < AM = MB < PDP!PNP! = PNP'PCP?! < PDNP! = PNCP!
< (x P agauche, xP a droite) DN = NC.

abec 0 00O a0 -c
b) PosonsN=|d e f |alosDN=|-d -e -f| NC=|d 0 -f
go

g hi g h i -i
ra=0
e 0bo
DoncDN=NC =g _,ea=c=d=e=h=i=0doncN=00 fibeRfecR geR
_ g0o0
h=0
Ci=-i
0boO
c) Soit F={N e E/DN = NC}:{[O 0 fj, beRfeR,ge IR} = Vect(E12, E23, E3.1)
go0o

donc est un sous-espace vectoriel de .

De plus, la famille E1 2, E> 3, E31 est une famille extraite de la base canonique de #¢3(IR), donc c’est une
famille libre.

Donc E12, E2;3, E31est une base de # dim(F) = 3.

4)a)M e Ker(f) & DN=NC < N =aE12+ bEz3+ CEz1 <> M =P(aE12 + bEy3 + cE31)P?
< M = aPE1 P! + bPEp3sP™ + CPE3 Pt

Ker f = Vect(PE1 2P, PE23P™, PE31PY)

De plus aPE1 2P + bPE, 3P + cPE3 1P = 0 < P(aE1, + bE23 + CE31)P1 =0

x Pt a gauche, x P adroite aEi, + bEzs+ CEs1  Eia, Ezs, Esq libredonca=b=c¢=0.
Donc PE1 2P, PE2sP?, PE31P est une base de Ker f. Donc dim(Ker f) = 3.

D'aprés le théoreme du rang, dim(Im f) = dim(€) — dim(Ker f) =9 -3 = 6.
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