D.M. n°7 : Correction

Exercice 1 - EDHEC 2020

X" X"
@+ T
quotients de fonctions continues dont le dénominateur ne s'annule pas. Donc les intégrales I et J, sont bien
définies.

1 _ 1 p_1 .1
2)'0 j;) (1+X)2dx—['1+x:|0—'2+1—2
1

Il:folmdx foﬁd =Jo a1k (1+x)2dx_['n(|x+1|)]0_'°"n(2) %

(on pouvait également faire un changement de variable, ou une intégration par parties)
n 2

3)a) VN € N, lnsz + 2l + In = [ (1+X)2dx 24 (1+X)2dx 3 (1+X)2dx
n+2 n+1 N
:folx + 2™ 4 XN fl (x? t2x+ 1), fl dlx = [

1)1+ x =0« x=-1. Donc les fonctions x — sont continues sur [0;1] comme

n+1:'1: 1
n+1 0" nh+1

(1 + x)? (1 + x)?
b) Avecn=0,onobtientl>+2l1+lp=1 donclo=1-2l1—lp=1-2In(2) +1 —% = g - 2In(2).
o 1
c) De maniére générale, ona: In+2 = il In— 2lh+1
C'est une suite récurrente a deux rangs, il faut utiliser une variable auxiliaire.
Attention, pour tout k € [[2,n]] Ik = ﬁ— lk2 — 2lk-1
for kin range(2,n+1):
aux =a
a=b
b=1/(k-1)-2*b-aux
n
4)a) V x € [0;1] ﬁ > 0 donc par positivité de I'intégrale : 1> 0
(les bornes sont dans le bon sens, et y resteront)
1 X"
: > 2> < n> <X
Vxel0;l] 1+x>1 (1+x)>1 1 +x )2 1 (x">0 donc) (1+X)2_x.
: . 1
1 A 1N —_
Par croissance de l'intégrale In < fo x"dx = T DoncvnelN,0<Iy< 1

b) lim + = 0 donc d'apres le théoréme d'encadrement, la suite (I,) converge et I|m h=0.

n-+ol + 1

(u et v sont de classe C! sur [0;1]

u(x) = x" {u(x):nxnl
1+ X)2

5) Intégration par parties : { V() = V(X) = - 1

1+Xx
n-1

>1d 150) 1 =|- 2= Cix=-Leoen (12X gx=-Lang
(hn>1doncn—120)I,=|- +f0 X + +nf X = - =+ ndh1.

1+x[° 1+X 2 0 1+Xx 2
1
1 |n+1 +§
6) a) d'apres la question 5, Vn € IN, Ih+1 = (n + 1)Jn ) donc Jn = ]

I|mIn+1+; % nI|rr+1n+1 + o0 donc IlmJn—O

1 1 1
b) Vvn e IN, ln+1=(n + 1)Jn— donc (n+1)h=l+35 +oom Trepo

5~ donc Jn ~

1 1
E (n+1)\]n '“‘+oo§
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Exercice 2 - EML 2017
Partie | : Simulation informatique

La probabilité de tirer une boule rouge est : ﬁ
if x<r/(r+b):
r=r+1;s=s+1 #On ajoute une boule rouge
else:
b=b+1 #On ajoute une boule blanche
Partie Il : Nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages

1. VK € {1, ..., n}, Xk est le nombre de boules rouges tirées au k —eme tirage.
n
Donc S» = nb de boules rouges tirées en tout = >’ X.

k=1
2. P(X1=1) = P(Ri) = 2/3 donc X1 B(2/3)et E(X1) =213 V(X1) = % % - %
3. (@) P((1 = 0)(Xe = 0)) = P(B1  By) = P(B)Pex(B) =3 x 5= 5= 3
5 _ _qpy=1,2-2_1
De méme P((X1 = 0)n(Xz2=1)) = 3%1°12°6
_ _ 2. 1_2_1 2.3_6_3
P(X1=Dn(Xe=0) =5 x5=75=5 P(Xa=Dn(Xe=1)=Fx7=5=%
(b) On cherche la loi marginale de X> :
Hh:mzwaﬁﬂ%afw»+HMFﬂYQQﬂm:%NM:D:%%;%DWOQﬂf}
X1\ Xz 0 1 P(X1= 1)
0 1/6 1/6 1/3
1 1/6 3/6 2/3
P(X2=)) 1/3 2/3
() P(X1=1)P(X2=1) = % X % g P(X1=1)n(X2=1)) =5 ;t ﬂ Donc X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

(d) Xz suit la méme loi que X1 donc admet la méme espérance et Ia méme variance.
1 4_9-8_1

3.1
E(X1iXz) =0+1x1xe=5  cov(Xi, Xo) = E(XiXo) - EX)E(X2) =5 - 5= "1 =15

COV(Xy, X2) 118 _ 1 9_1 " \ Aeen Al A A
o(X1)o(X2) -~ 2/9 =18%2°21" 0 : "Quand X1 vaut 1, X a plus tendance a étre égal a 1".
C'est cohérent, puisque si X1 =1, on ajoute une boule rouge, donc la probabilité de tirer une boule rouge

augmente.

p(X1, X2) =

(e) S2 = X1 + Xz donc E(S2) = E(X1)+E(x2):% %:g
V(S2) = V(X1) + V(Xz) + 200v(X1, X2) p4oxt=4 1.0
i ' ’ b2 > 1879797 @

4. P(Rin ... "Rk Bksr M ... N Bp)
= P(R1y)Pr1(R2)...Prin...~Rk-1)(RK)PR1A...ARK(Bk+1). .. PR1A...~RKk ABKk+1A...~Bn-1(Bn)

2 3 1+k 1 2 n-k 2x(Ix2x..x(1+Kk)x(Lx2x...x(n-Kk))
T3 O K3k Ak nw2” 1x2x..x(nN+2)
_2(k+D!(n-Kk)!
B (n+2)!

Au k —eme tirage : ona 3 + (k—1) =k + 2 boules en tout, et 2 + (k — 1) = k + 1 rouges
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Au (k + 1)°™ tirage : on a k + 3 boules en tout, et une bleue

Au n®™ tirage, ona 3 + (n— 1) = n + 2 boules en tout, et 1 + (n — k — 1) = n — k boules bleues.

(b) (Snh = k) ="on tire k boules et n — k bleues"

lya (E) possibilités de choisir la place des k boules rouges tirées. Chacun de ces événements a la méme
probabilité : en effet, quel que soit I'ordre, ona: Aunumérateur :2x3x ... x(K+1)etlx2x...x (n—-k)
Au dénominateur : 3 x4 x ... x (n +2). Donc :

P(1Sh =KD = (k) PRi A ... ARk Bt A ... A Bo)

_ (E)Z(k +DIn-K)! _2nl(k+D!'(n-K)!_ 2(k+1)

m+2)! kK=K nh+2)!  (+2)(+1)
5. Sn(Q2) = [[0;n]] est fini donc S, admet une esperance et
n
_ N 2 9 _ 2 (n(n +1)(2n+1) n(n+ 1))
E(Sn) = kz‘)k'P(S” =k)= (n+1)(n+2) 2 Z K+l = (n+1)(n+2) 6 T2
_2n (2n+1+§j_2n(n+2)_2_n
“n+2\ 6 6/ 3(n+2) 3°
10. (a) Si (Sn=K) : on a tiré k boules rouges et n — k boules bleues : il y a donc k + 2 boules rouges, n—k + 1
boules bleues, et n + 3 boules en tout. Donc Psn = k)(Xn+1 = 1) = E : g
(b) La famille (Sn = k)« < [fo:ny forme un systéme complet d'événements. D'aprés la formule des probabilités
totales, on a : (loi marginale) P(Xn+1 = 1) = Z P(Sh=K) Psn=1y(Xnt1 = 1) = Z P(Sh=K) E : g
k=0 k=0

1 2 _ 2 2 a1 2 _E(Sn) +2
_n+3k§0k'P(sn_ k)+n+3,(§op(sn_ K=t e 1= T

2n 5 2n+6

3 3 2

C) P(Xn+1 = 1) =

nt3 - n+3 -3 Donc Xn+1 — B(2/3) V n € IN*. Donc Xn— B(2/3) V n> 2.

Comme Xy suit aussi cette loi,ona: vV n € IN, Xn— B(2/3).
Autre méthode : Xy+1 suit une loi de Bernoulli.

Or Xn+1 = Sne1 — Sp donc E(Xn+1) = E(Sn+1) — E(Sn) = M 3 5 Donc le paramétre de la loi est%
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