Devoir a la maison n°8 — Correction
Sujet librement inspiré d’Ecricome 2021

1. a) Pour x € ]0 ; + oof, posons gn(X) = ﬁ—XL On adonc fa(x) = flx gn(t)dt

gn est continue sur ]0 ; + oo comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas,
donc d’aprés la propriété du cours, fi est dérivable sur ]0 ;+ oof et

Vx>0, f(x) = go(x) = DXL

1+x"
b) V x>0, 1 +x" >0 donc f,’(x) est du signe de In(x).
X 0 1 +oo | Deplus, fa(1) = [} ga(t)dt=0
fn’(x)

W [ O —

3/2 3/2
M n(t) _ In(t) n— E > 0 donc I|m In@ _ 0 par croissances comparées.

1+t +t oo tn - tn-3/2 2 o th- =32 —
- 22In(t) _
Donctllrpm T+t =0.
In(t)
.1+t
b) Donc tLII’I] 1 - 0 %% =t o(tél,zj Les fonctions sont continues et positives sur [1; + oof et
t:aT

fl" ® tg%dt converge (3/2 > 1), donc l'intégrale K, est convergente.

c) Par définition, cela signifie que fl 1—+L%dt a une limite finie quand x tend vers + .
Donc fa(x) a une limite finie quand x tend vers + oo, et sa limite vaut Kn.
3.a)Onsaitque V x> 1, In(x) > 0.

De plus la fonction In est concave donc est en-dessous de sa tangente en 1.

Donc V x>0, In(x) <x—-1<x. Donc V x>1, 0 <In(x) < x.
DeplusvVx>1,1+x">x"(>0) 1 +1x” s% (la fonction inverse est décroissante sur JO ; + oo

Les expressions étant toutes positives, on peut multiplier les inégalités : 0 < ﬁ—% < ))((n (— W)

b) Soit X > 1.V x € [1;X],0< %@% < —7 donc par croissance de l'intégrale :

OstMd < [X = dx

1+x"
n—1>2>1donc fx 1 dx est convergente.

En passant a la limite quand X tend vers + oo, on obtient :

1
0<Kn< f1+ ® L dx
1 X 1 X 1 1 1 1

X _=_ — [ X yn+l = -n+2 = - _ -
or J; X1 I JLOomdx [-n 27 }1 [ (2- n)x”‘z]1 2-mX™2 2-n- 2-mX2 n-2
1 1 1

1 — +Oo_ L -
n >3 donc I'ﬂw(z A donc f; rdx=—"> Doncvnx30<Ki<—>
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c) lim - 0 donc par encadrement nllr[l Kn=0.

n—>+cc —2

4. Soit X < 0. On pose In(X) = /2 edu

1+e™
u=-Int) < Int)=-ust=e"
Le changement de variable est bijectif et de classe Ct.

%L% "du:-%dt» Bornes: u=X < t=eX u=0et=1
In(t 1 In(t In t
Donc Ix(X) = t exp . X)1T(t)”( —dt) tt elxp( 01 f_?{n dt = ft exp(-X) () dt

Jim e =+ oo donc im ft=exp(X) In(®_ 4 - [ In@® 4 —

1+1t" 1 1+t"

u
Donc [© 17 g€ "du converge et vaut - Ko,
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