D.M. n°9 — Correction — D’apres Ecricome 2015

1. g est continue sur ]- «;0[ car fonction nulle et sur ]0; + oo car produit de fonctions continues.

EnO: lim0=0 limx.e™ =0 donc g est continue en 0. Donc g est continue sur IR.
x—>0 Xx—0

2. a) On a vu que g est continue sur R.
g est positive sur ]- o0;0[ (fonction nulle) et sur [0; + oof (produit de fonctions positives).
g est & support sur [0; + oo[. [ g(x)dx = [ ** Axe™dX.

Soit X > 0. On pose I(X) = X A%xe™dx.
ux) =x {u’(x) =1

7 - - . 1
Intégration par parties : { V' (X) = A2 X V(X) = - A e u et v sont de classe C* sur IR.
- XX X9 a - X X = X amAX
10X) = [- A x. e™] 7+ X ke Pdx = - aXe P+ [ e P] T = - axe X —e X+ 1
XILrQ Xe =0 par croissances comparées et xIL”J e *=0donc f0+ » A®xe™™dx converge et vaut 1.
Donc fto"o g(x)dx converge et vaut 1. Donc g est une densité de probabilité.

b) La fonction de répartition G est de classe C! sur chaque intervalle sur lequel la densité g est continue.
Donc G est de classe C* sur R.

) VxeR, G(x = > gdt.
_six<0,G6(q) = f* 0dt=0
_six>0,G(x) = [0 0dt+ f[XrteMdt= [Xteldt=-Axe ™ —e P +1=1-e (1 +Ax).

d) X — xg(x) est a support sur [0; + oo[.
Pour X > 0, on note J(X) = fX x.g(x)dx = [X A%x%™dx.

Intéarati i _{u(x):x2 {u’(X):2X
ntégration par parties : | .y — 5 2 x V(X) = - A e

IX) = [- 2% e'M];( + fox 2x0e dx = - AX%e M + % fox A2.x.e dx = - AX2e X+ % 1(X)

u et v sont de classe C! sur IR.

XILrQ X% ™ = ( par croissances comparées et XILn;I I(X) =1 donc XILrQ J(X) = %

Donc I’intégrale f * * x.g(x)dx converge absolument et vaut %

Donc Y admet une espérance et E(X) = %
3.(@) VXx e R, H(X) = Fz(X) =P(Z < x) =P("Y < X)
_six <0, pas de solutions : H(x) = 0.

_six>0, H(x)=P(7LY£In(x))=P(Y£Mk&) (carx>0)=Fy(Mj. %&ZOQIn(x)ZOQXZI

A
_si0<x<1 Mk&<0 H(X):FY(Il}\‘L)j:O

_six=1 '1%2 20 H(x)=1- e‘k-'”(m(l + %&) =1-e M1 +In(x)) = 1 _1#Ink) '):‘ X)

Osix<1

DoncH(x):{l1+|n§X)SiX>1
X

b) H est continue et de classe C* sur ]- oo;1[ (fonction nulle) et sur J1; + oof (différence de fonctions de classe
ch).
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De plus lim 1—M:1—1:O lim0=0 donc H est continue en 1.
X—1 X Xx—1

H est une fonction de répartition continue sur R et de classe C* sur R sauf peut-étre en 1, donc Z est une
variable a densité
Osix<1

1 Osix<1
H'()=9 3xX-(1+In(x) In(x) Une densité de Z est: f.(x) =1 In(¥) o\ 4.
- 2 = 2 six>1 x? N

X _ xInx) (1 X _1 2 im L 2 _ s
)V X1, [Xxf(x)dx = [ . dx = [2 (In(x)) }1 =5In(X)> lim 3 In(X)? =+ o0, donc lntégrale
diverge. Donc Z n‘admet pas d'espérance.

Ou : Avec le théoreme de transfert : fl" © eMg(x)dx = fl" © \2x.dx diverge. Donc Z = e*¥ n'admet pas

d'espérance.
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