ECG2 : Correction D.S. n°2

Exercice 1
1. Sur ]- 0;1], @ est continue comme somme, produit et composée de fonctions continues. (1 — x > 0 donc
In(1 — x) est bien défini)

lim1-x=0et limy.In(y) =0 (croissances comparées) donc lim (1 —x)In(1-x)=0
x—>1 y—>0 Xx—>1

Donc Iiml(p(x) =1=¢(1) donc o est continue en 1.
X—>

Donc ¢ est continue sur ]- «o;1].
2. ) Sur J- «o;1[, o est de classe C* comme somme, produit et composée de fonctions de classe C*.

=1-In(L-x)—1=-1In(l-x)

YX<L @)= 1+ EDINE-X) + (LX) x T

P)-IN(1-x)20<=IN(1-X)<0=1-x<1<-x<0<=x%x>0
X - 00 0 1
9'(x) - 0 + |
ep(Xx) |+ 1

oo _x+@-Xint—x)-1_X-D+@)N@L-X)_ 3

x-1 x-1 x-1
Iimll —In(1 -x) =+ donc ¢ n'est pas dérivable en 1. (la courbe de ¢ admet une tangente verticale).
X —

3.XILm1—x:+w Posons X =1-x (< x=1-X)
Vx<1 0(x)=1-X+XIn(X) =1+ X(-1 + In(X))
donc XILer 1-X+XIn(X)=+ow

donc xlijﬂo@(x) = +oo

4. Petit plus : ¢ est de classe C2 sur ]- oo;1] et

n — -1 — 1_
VX<l (x)—-—l_x_l_x>0car1—x>0.
Donc o est convexe sur - «;1]. o
Exercice 2
Partie | : Etude d*une fonction
1. ¢ est dérivable sur [0; + o] R et VX € [0; + oo ,
@'(X) = 2xe* + x%e* = X(X + 2)e*
Jim x%e* = + oo donc Jim o(x) =+ (0)=-1
o(-2) =4e?-1
X 0 + 00 2. ¢ est continue et strictement croissante sur [0; + o[, donc
X(x+2) |0 + elle réalise une bijection de [0; + o[ sur [-1; + oo].
9'(X) 0 + Elle admet donc une application réciproque g définie sur
o(X) 7 + oo [-1; + oo[.
-1

3. sur ]0; + oof, € :%cxzex =1< ¢(x)=0.

D'aprés la question précédente, et comme 0 e ]-1; + o[, I'équation o(X) = 0 (<> &* = 1/x?) admet une
solution et une seule sur ]0; + o[ qu'on notera a.
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(P(%):eT_ :3% ore<4donC\/<_a<2donc(p(%)<0, ¢(1) =e—1>0donc (1) >0

¢(a) =0 donc (p(%) < op(a) < @(1). Or ¢ est strictement croissante sur ]0; + o[, donc % <a<l
Partie Il : Etude d'une suite
3. Par récurrence : _up=1doncup>1
_supposons quaunrang n, un>1:
alors u,® > 1 et e'" > e donc par produit d'inégalités de nombres positifs, u,®e" > e > 1 donc Un+1 > 1.
Ou : la fonction f est dérivable sur R et ¥V x € IR, f'(X) = 3x%* + x3* = (x® + 3x?)e*
Donc f'(x) > 0 sur [1; + oo
un > 1 et f croissante sur [1; + oof donc f(un) > f(1) un1>e>1
Conclusion : ¥n € IN, un > 1.
4.%n € IN, Un+1 — Un = Un%e" — un = un(un?e"" — 1)
Orup>1doncun®>1ete>edoncuse™>e>1 up2e"—1>0 etup>0doNC Uns1 —Un>0
donc (un) est croissante.
Ou : Montrons par récurrence que V n € IN, Un+1 > Un :
_Uo=1 up="F(up) =f(1) =e doncui>uo
_ SUpPOSONS qu'a un rang N, Un+1 > Un :
alors f(un+1) > f(un) (f croissance sur [1; + oo])
Un+2 = Un+1
Donc ¥n € IN, Un+1 > Un
5. Si (un) converge vers un réel L, alors d'apres le théoréeme du point fixe,
L=L%"<L(L%"- 1)=0<L=00ul?%'-1=0<L=00uL =a (daprés la question 3)
Orun>1doncL>1.DoncL =0etL = a sont impossibles.
Donc (un) ne converge pas. Comme (un) est croissante, on a donc : nIlrrgmun =+ 0.

Exercice 3
1. hy est dérivable sur ]0; + o[ (Ie dénominateur ne s'annule pas) et

2n 2n
, i n nx<"—n_nx"-1
V x>0, ha'(x) = r]an_xn+1 =Tl T ( 1 )

_ 1 1 n 1 v nx"? n
Dérivée de F : F =x" . -nx™l=- x+1 ou V - ? donc — x2n = x+1

YnelN*,Vx>0,n>0etx™>0 deplusx*"-1>0=x">1< x> 1.

X 0 1 + o0
hn'(X) — 0 +

hn(x) T /

} .1 ;
2. limx"=0et lim = =+oodonc lim hy(x) =+ oo,
X — 0 X — 0X Xx—0

hn(1) =3 Xlinj X"=+oet lim % =0donc XILnJ hn(X) = + .

X —> +o0

La fonction hn est continue et strictement décroissante sur J0;1[ et 4 € ]3; + oo[, donc I'équation ha(x) = 4
admet une unique solution un sur ]0;1[.

De méme, I'équation admet une unique solution vy sur ]1;+ oof.

1

3.a) vx>0,V n>0, hn+1(x)—hn(x)=x”+1+1+%—(x”+1+%j=x”+l—x”+%—ﬁ

X2n+2 _ X2x+1 +1— X _ X2n+1(X _ 1) _ (X _ 1) B (X _ 1)(X2n+1 _ 1)
Xn+1 - Xn+1 - Xn+1 :
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b)Vne N vi>ldoncva—1>0 vy21>1doncv,®1—-1>0 etv,""1>1

Donc hn+1(Vn) — ha(vn) >0 hn+a(vn) > 4

C) Or hn+1(Vn+1) = 4 donc hn+1(Vn) > hn+1(Vn+1) .

hn+1 est strictement croissante sur [1; + oo[ donc vn > Vn+1. La suite (Va) est décroissante.

4. a) La suite (vn) est décroissante et minorée par 1, donc elle converge vers un réel L > 1.

b) va" = exp(n.In(vn)) siL>1 alors nlirgwln(vn) =In(L) > 0 donc nIlrrjmn.ln(vn) =+ et nllnngn” =+ .
Orhy(vn) =4 va"+1+ iﬂ =4 nlﬂ]@iﬂ =0 lim wvq"+1+ % =+ o0, |l y a contradiction.

c) Onsaitque L >1. Or L > 1 est impossible. Donc L =1. lim v, =1.

n— +oo

S)hi(3)=3"+1+3 323 (carn=1)et>0donc @) =4 h3) > hnve).

Comme hy est strictement croissante sur [1; + oo, 3 > vn.

X

A=5 x1:3$25 xzz%@. \5>2 donc3—\/§<1X2<%

6)a)hn(vn):4doncvn”+1+%:4 Posons X = vp" X+1+l:4<:>X2—3X+1:0
n

Orvh>1doncvy">1doncvy" = M

2
1/n
b) Donc v, = (va")M" = m = exp 1In M lim 1 In M =0donc limv,=1.
2 n 2 n — +ol) 2 N — +o0

Exercice 4
1) a) Soit k > 1. On considére la fonction f(t) = In(t) sur I'intervalle [k; k + 1]

f est dérivable sur [k, k +1] et Vt e [k, k +1], f'(t) = %

=

Vtelk k+1] k<t<k+1 — <%<1 1

K+1 -tk

<P psfo<i

Donc d'apres I'inégalité des accroissements finis : ﬁ(k +1-Kk)<f(k+1)-f(k) < % (k+1-K)

1 1
k+1£|n(k+1)_|n(k)gﬁ'

b) On adonc vn>1, i (In(k + 1) - In(k)) < %
k=1 k=

In(n + 1) — In(1) < Hy (sommes télescopiques)

s
Il

De méme, nf " 1 1S nf (Ink +1) - Ink)) (K'=k+1) Zn: <In(n) - In(1) Hn-1<In(n)
k=1 k=1 k=2

7\_|,_\

Donc In(n + 1) <Hn <1 + In(n).

Inh+1) _ Hn 1
In(n) Sln(n) <1+ In(n) (In(n) > 0)

1
VnZZJﬂm+1):m(%#+£D "W°+m@j')dock%%ggzl+hﬁi;0
Donc lim Inn+1) =1

c) Donc V n> 2,

-+ In(n)
min+1) _ _ _Hn _
Mm In(n) =1let nlirﬂol + In(n) =1 donc par encadrement I'nlo| () 1 donc Hn ~+« In(n).
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n+1 n 1

1 1
2 \vd Zl, nt1 — Un = = +1)-— = = -1 +1)+1
)a) Vn Un+1 — U Elk n(n +1) glk n(n)} i1 n(n + 1) + In(n)

In(n + 1) + In(n) < 0. Donc la suite (un) est

D'aprés la question 1.a) o L <In(n + 1) —In(n) donc o Jlr 1

+1°
décroissante.

b) D'apres la question 1. b), In(n + 1) — In(n) <Hn—In(n) < 1
Orn+1>ndoncIn(n+1)>In(n) 0<In(n+1)—In(n)<un<1.

(un) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers un réel .

Comme un € [0;1] V n € N,ona:y €[0;1].

Exercice51) Vvn>1, pn = n—rﬁh n“fE‘ n.pn = A et n“m n=+ o donc nIinj pn=0.
2) vn e N, (1 - pn)" = enin@-pn lim py = 0donc In(1 —pn) =+ - pndonc n.In(l —pn) ~+e - N.pn
donc nllng nin(l—pn) =-2A

Par continuité de la fonction exp : nllrp L—pn)"=e™
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