D.S. n°4 : Correction

Exercice 1
+4+ +15+
R Il i a
On adonc g(5) < g(a) < g(4). Comme g est strictement décroissante sur ]2; + «o[, onadonc: 4 <o <5.
def valeur_approchee():
x=4
y=5
while y-x>10%*-3:
=(x+y)/2
if 1/m+1/(m-1) + 1/(m-2) > 1:
X=m #Car g est décroissante
else:
y=m
alpha=(x+y)/2
return(alpha) On trouve : o ~ 4,2143555

Exercice 2

. X X+ 2y = AX 1-A)x+2y=0
1)SO'tXZ(y)'A'XZK'X©{3x+gy:ky©{gx+()6-k)§:0
{3x+(6—k)y:O 3x+(6-A)y=0
(1-M)x+2y=0 (A2-70M)y=0 Lz« (1-A)L1-3L2
Le systeme n'est pas de Cramer lorsque A(A-7)=0<A=00uA=7
_2y
y

L1 Lo @{

-2
_pourA=0:3x+6y =0« x=-2y. Donc S = {( ) y e IR} = Vect(( 1 D Le vecteur est non nul, donc

forme une base de $b.

1 1 0
_pourA=7:3x-y=0<y=3x donc §7 = Vect(?’D. de méme (:J # (0) forme une base de sv.

2) Ae M(R) donc V M € M(R), AM € M(R).
De plus ¥ M € M(R), ¥ M' € 9(R), V & € R, f(AM + M") = A(AM + M") = LAM + AM' = Af(M) + f(M").
Donc f est un endomorphisme de M(IR).

3)a) PosonsM:()Z( )t/).AIorsf(M):AM:(l 2)(X y):(x+22 y+2t)

36Nzt 3x +6z 3y + 6t
X+2z2=0
_ y+2t=0 {X+ZZ:0 {x:-Zz {( -2z Zt) }
Donc f(M) =02 & 3+ 6220 y+2t=0 < y = -2t donc Ker(f) = ¢ zelR,te R
3y+6t=0

-2 0) (0 -2 o
= Vect (( 1 0), (0 1 D Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc forment une base de Ker(f).

Donc Ker(f) est de dimension 2.
b) D'apres le théoreme du rang, dim(Im(f)) = dim(¢2(R)) — dim(Ker(f)) =4 -2 = 2.

o1E=(36l00)=(30)  1@=(35000)=(03)

Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre de Im(f).
Comme dim(Im(f)) = 2, c¢’est une base. (On peut aussi utiliser Im(f) = Vect(f(E1,1), f(E12), f(E2.1), f(E22))
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4) f(02) =02 et 7.02 =02 donc 02 € E.

VMeE VM eEVAel,

fM+ M) =fM) +fM)=TM + M’ =7(M + M’) donc M + M’ € E.
f(AM) = L.f(M) = A(7TM) = 7(AM) donc AM € E.

Donc & est un sous-espace-vectoriel de a(R).

5) f(A) = AA=A%donc A € F.

12Yy12 6 14
f(2A) = A2A =2A% (2A)? orAZ:(3 6)(3 6):(21 42) donc 4A2 = 2A2,

Donc 2A ¢ F Donc Fn’est pas un sous-espace vectoriel.

Exercice 3

= rang

O kO
Ok kO
R O oK
e

1 0
1 1

1. rang(A) = rang 1| | | ]car C:3=CretCs=C1-C2
1 0

Donc rang(A) = 2 car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

-a+d=0 d=a d=0 d=0
2.2 aup +buz + cus + dus =0 = g;z:g_oa i;l?b_b_oe ffjbo 2;8 La famille
a+d=0 2a=0 a=0 a=0
est libre.
De plus card(a) = 4 et dim(R* = 4, donc c'est une base.
100 1N\/-1 0
b. Matriciellement : AUz = 1118 é :8 f(u)) =0
100 1/\1 0
100 1N\/0 0 100 1N\/0 0
AU = 1118 ]:_L 2[8] f(u))=0 AU3= 1118 i = g donc f(us) = 2u3
100 1/\0 0 100 1/\0 0
100 1N\/1 2 2 0000
SR [ H RN A1
100 1/\1 2 2 0 0002
-1 001
. . . . 1 -110],. .
c. On sait que A = M((f). Posons T = Mg(f) (T est bien triangulaire) et P = P 3 = 0110 (inversible
1 001
car @ est une base).
D'aprés la formule de changement de base, ona: A=P.T.P?
1001N\/1001
11101110
3.a 11101110
1001/\1001
1001N\/2002N\/40014 2002 1001 1001
1110322118444 A27A=322171110=2111=1A3
1110322118444 3221 1110 2111) 4
1001/\2002/\400 14 2002 1001 1001
Donc 4A%2 — 4A = A3
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b.Pourn=1:Avecai=0ethi =1 aA?+biA=0A%+1A=A.

La propriété est vraie pour n = 1.

Supposons qu'a un rang n, A™! = a,A? + brA

AT = ATA = (@0A% + BrA)A = anA + brA? = an(4A2 - 4A) + bnA? = (4an + br)AZ — 4anA.

dn+1 = 4an + bn .
Donc _ conviennent.
bn+1 = -4an

Conclusion :

an+1 = 4an + by
bn+1 = -4an
4)a. VvV n>1, ans2 = 4an+1 + bpe1= 4an+1 — 4an.
b. Donc (an) est une suite linéaire récurrente d'ordre 2. Equation caractéristique : x> = 4x — 4
x?—4x+4=0 (x—2)>=0 une racine double: 2

Donc il existe deux réelsaet b telsque : vV n>1, a, = (a.n + b)2"

aa=0
Enposant:{bllzletVnZL{ ,ona:vn>1 A" =a,A? + byA.

b=-7
{alzo {(a+b)2 0 {b—-a 4
a;=4dar+b1=1 (a+b)4=1"12a+b=14< =1
T4

Donc Vn € N, an = @ 4)2” = ﬁ_) 2"=(n—1)2"2,
C. VNn=>1, bn=an1 —4an=n2"1 - 4(n —1)2"2=n2"_2(n-1)2" = (n-2(n - 1))2"! = (2 — n)2"1

2002 1001

3221 1110

2002 1001

(n—1)2"1 + (2 —n)2"t 0 0 (n—1)2"t+ (2 —n)2nt
| 3(n-1)2"2+ (2-n)2"t (n-1)2"1+ (2 -n)2"! (n—1)2" + (2 -n)2"t (n—1)2"2
| 3(n—-1)2"2+ (2-n)2"t (n-1)2"1+ (2-n)2"! (n—1)2"1 + (2 —n)2"? (n—1)2"2
(n—1)2"1+ (2 —n)2t 0 0 (n—1)2"t+ (2 —n)2"t
2n-1 0 0 2n-1
_ (n + 1)2n—2 on-l on-l (n _ 1)2n—2
| (n+1)2"2 2m1 201 (n—1)2n2
2n—1 0 0 2n—1
car 3(n —1)2"2+ (2 -n)2™! = (3n —3)2"2 + (4 — 2n)2"% = (n + 1)2"?
Exercice 4
n2

1. On tire une boule au hasard, donc X — U([1,n]). E(X) = 1 1.
2. Dans la seconde urne, on peut tirer une boule numérotée 1, 2, ...,n(s1 X est égal a n).

Donc Y(Q) = [1,n].
k
i +
3.Si (X =k), on place 1 boule 1, 2 boules 2, ....,k boules k. Entout, 1 +2+ ... +k= D i :M.

2]
(k+1) k(k+ 1)

b) Sij <k, ilyajboules ', et—(—2 boules en tout, donc Px= k(Y= J) =

Sij>k+1,ilnyapas de boules 'j' dans la seconde urne, donc Pix= k(Y= j) = 0.
a, b _ak+1)+bk_(atbk+a . , {a+b=0 {b:-l
4dajtiq= Kk+1) ~ k(k+ 1) il'suffitque | , _ ¢ Sla=1-
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Donc TS
k(k+1) k k+1

b. La famille (X = k)« < {1,
totales,

ny forme un systéme complet d'événements. D'apres la formule des probabilités

ey

n j-1 n
P(Y=])= 2 PX=KPx=k(Y= )= 2 PX=KPx=x(Y=])+ 2 PX=KPx=(Y=]) (<koskz))
k=1 k=1 k=i

—o+yi 2 .2 1) 21 _1 o
=0+ Z n k(k + l) n Z (k K + 1) n (J - n+ 1) (SOmme te|ESCOpIque)

_21n+1—1_2(n+1—1)

“njn+1)  nn+1)°
5. Y(€) est fini, donc Y admet une espérance et
E(Y)=ZJ-P(Y=1)=n(ni1)Zj(n+1—j)=n(ni1)((n 1)21—21}

=1 =1 =1
2 ((n+1)n(n+l) n(n+1)(2n+1)j 2n(n+1)(n+1 2n+1) 3n+3 (2n+1) n+2
“n(n+1) 2 a 6 n(n+1) 3
6.5in>2:P((X=1)~(Y=2)=0 OrP(X= 1)_—¢o pry =2)=20-1) ¢

n(n + 1)
Donc P((X =1)n(Y =2)) # P(X = 1)P(Y = 2).
Sin=1:les deux lois sont des lois certaines, qui sont indépendantes.

7. a. D'apres le théoreme de transfert, E(X.Y) = Y. LP((X=1)n(Y=]))) (nulsij>i)

1<i<n,1<j<n

= X iJPX=i)Px=i(Y =]) = ZZIJnTIijT) _Z(n(Hl)ZZ]—zn(lil) i(i+1)§32i+1)

1<j<i<n i=1j=1

i2Qi+1)= =— LZZI +Zj

i=1

_ (n(n+1)(2n+1) n(n+1))_n(n+1)(2n+1+;)_n+1(4n+2+§)_(n+1)g4n+5)

“3n 3 2 ) 3n 3 2)" 3 6 6) 18 '

(n+1)4n+5) (n+1)(n+2) (n+1)(4n+5)—(n+1)(3n+6)
18 2 3 18

b. cov(X, Y) = E(X.Y) — E(X)E(Y) =

_(n+D(n-1) n’—
B 18 18 -
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Exercice 5

13 -1/3 13) ;
1 1 1 1 1 2 4
]_)A:(O 1/3 -1/3} Z|a1|—— s+5=1 Z|az|—0+_ 2717 Z|&3|:_
s 0 a3) moTaTaTeTh gl 37373 5I%I73
Donc ||A]| =
2)a)Vie {l,..,n},Vje{l,.. n} |ai,j + bi,j| < |ai,j| + |bi,j|
n n n
Donc Y |aij + bij| < X |aij| + X |bij] <||A]| + ||B||
j=1 j=1 j=1
n
Donc maxlsisn(Z i+ bi,j|j <[[A[[+][B||  donc||A+B[|<[|A[| +|[B]|
j=1
n
b) Les réels 3" |ai;| sont tous positifs, donc leur maximum est inférieur & leur somme.
=1
J n n n
Donc maxsisn (JZ |ai|j|] <33 |aij]
=1 i=1j=1
c) Si A = (ai, j) 1<i, j<n €t B = (bi, j)1<i, j<n €t si C = AB = (Cij)1<i, j<n alors
n
Vie {l,..,n},Vje{l, ..,n}cij= 2 aikbkj
k=1
n n n
Donc | cij| = | X aikbij| < X [aikbij] < 3 Jaix] | bxj]
k=1 k=1 k=1
3ol < 3 z|a.k||bk,|] 53 sl = 5 laul 0w
=1 j=1 k=1\j=1 k=1 j=1
n n
Ok oo, 5 < ] doe 3 lanlZ. ol <[ Zlanliol] < 111
k=1 j=1 =1 k=1

De méme, Z |ai,k| <||A|| donc ||B||Z |ai,k| <|8||[|All
k=1 k=1

n
Donc Vi e {1, ...,n}, > |cij| <||BJ|l|All donc ||AB|| < ||All.||B]]
=1
Montrons par récurrence sur k que pour tout entier naturel k, ||AX|| < ||A||k ;
_pourk=0:A%=1, Lasomme de chaque ligne de I, est égale a 1 donc ||In|| =

Or ||A||0 = 1 donc la propriété est vraie au rang 0.
_ supposons qu’a un rang k, [|AX|| < ||A||k

Alors [|[AY| = ||ak.Al| < ||A][“||A]| d*apres le début de la question
et ||A]|||A]| < ||A]|||A]| d’aprés I’hypothése de récurrence.

Donc ||| < ja/[“"

Conclusion : V k e N, ||AX]| < ||A[[¢
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