Devoir Surveillé n°5 - Correction

Exercice 1
X2 X2 X2
1) e :01+x+§+o(x2) donc e = 1—x+5+o(x2) 1—e'X:x—?+o(x2)
f(x) = 1-¢” =1- % +0(x). Donc f(x) ~o 1 donc Iimof(x) =1 =1(0). Donc f est continue en 0.
X —

De plus f est continue sur ]0; + oo comme quotient de fonctions continues (dont le dénominateur ne s’annule

pas). Donc f est continue sur [0; + oof.
e u/n e-l

ESTRETT

2.Yue[On] usn %31-%2-1 gun>el (car 1 +u>0)

-1
Donc par croissance de I'intégrale, fo 1+u du_f0 1e+ du un 2%[In(1+u)]g

1 .1 . .
>=In(n+1) lim =In(n+ 1) =+ oo donc par comparaison, lim un =+ oo.
€ n—+o € n— +0o

3.a) JI Lo = [n L qu- Jon €y = [n Ly,
o 1+u "TJo1+u 01+u 0 1+u

Posons x = H (possible car n = 0) u =nx du =n du=ndx (le changement est affine donc autorisé)

dx
Quandu=0 x=0 quandu=n x= 1Doncf” du—un= [13=8 nax
01+u "TJo 1+ nx
_sur[0;1] x>0 -x<O e *<1 e*¥-1<01-e*>0
X
1+nx>0doncn i - > 0 donc par positivité de I'intégrale fl ndx >0
) 1 1-&* 1-e* x
_sur]0;1] 1+nx=>nx 1+nx£nx 1+nxn£ " =f(x) (carl1—e>*>0)
-0
EnO: 11+ ne 0" =0et f(0) =1 donc I'inégalité est vraie également.
Donc par croissance de I'intégrale o 11 ndx fl f(x)dx. < f 1 f(x)dx.
b) En posant I = [ ! f(x)dx, on obtient 0 < [In(1 +U)]o—Un <1
Un I
0<InA+n)-un<l Ogl_ln(n+l)gln(n+1)
SIS B U _ U _

nllrpwln(n 1) =0, donc par encadrement, Imel In(n + 1) =0. Donc nlirgw In(n + 1)
Un ~+ o In(n + 1)

v(u) = en V'(u) = - % guim
4. Intégration par parties :§ .y 1 v et w sont de classe C! sur [0;n].

WO | w)=-

1+u
e-u/n 1 e -u/n e-l e-O 1 1 1

Doncvn—[-lﬂjo 0 n1+udu_'1+n+T_ﬁu”_1_e(l+n) —ﬁUn.
Un ~+« In(n + 1) donc F” ~+w ﬂnn_’fll nL+ ﬂn_l = 0 par croissances compareées, donc ILn) UF 0.
lim

na+oo9(l + n) =0 donC nImeVn =1

5. f est continue sur ]0; + o[, donc elle admet des primitives. Soit F une primitive de f.
Alors g(x) = [F(t)])z(X = F(2x) — F(x). f est continue sur ]JO; + oo, donc F est de classe C! sur cet intervalle.
Donc g est de classe C* sur ]0; + oo comme différence de fonctions de classe C! et
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1-e® 1-e* 1-eX*-(1-¢_e*X—e*
2X X X X

VvV x>0, 0g'(x) =2F '(2x) — F(x) = 2f(2x) — f(x) = 2

_e*1-¢e%)

X e*>0 x>0 -x<0donce*<11-e*>0doncg'(x)>0.Donc g est croissante sur ]0; + ool.

Exercice 2
1. Soitte R.Sit>1,-t<-1 f(-t) = (t)3 t3 :t3:f(t)

Si-I<t<lalors-1<-t<1 f(-t) =0 =1(t)

Sit<-l-t>1 f(t)= # - % - % —f(); Vte R, f(-t) = ). f est paire.

2. f1+°°f(t)dt:f1+°°—dt 3> 1 donc l'intégrale converge.

1 5 1., 1 T _[ L}T__L 1 4,11 oo _1
g=t° —StP=-25 SoitT>1. ) 3dt el = 3t 5, lim -5+ 5 =5 donc S f(t)dt = 3.

o _ dt_ . .. . [t="Acu=A
3. a) Changement de variable : u = -t < t=-u. Donc qu- L dt=-du { t= leu=1
Donc (X f(®) dt= [1f(-u)(-du) = [Af(-u)du= [Af(u)du.carfest paire.

Jim. JAf ) du= [F=f(u)du= % donc lim- SLE)dt= % Donc - f (t) dt converge et vaut %

b) D'apres les questions précédentes f * > f(t)dt converge et vaut % +0+ % =1.
4.3) vx e R, F(x) = [* f(t)dt.

. 1 . 1
_six<1 F(x)= f_xoo-t—gdt. Soit A < x. f&‘-tgdt:[

1 1 1

L}X _1 1
22 |A T 2x2 T 2A7

) 1
AIme %2 " IAZ " on? Donc F(x) = P

. 11
_si-l<x<1 F(x)=f_'jof(t)dt+f_>1<f(t)dt:§+0=§.

Six>1,F0) = [LF@M)dt+ [LfMdt+ [ FQdt=2+0- sp+2=1 ==
_six=1, % 1 1 2 2x2 " 2 2X°

b) La fonction f est paire, donc la fonction t — t.f(t) est impaire.
De plus [*= tf(t)ydt= [+~ tlzdt converge car t > 2. Donc [+ t.f(t)dt converge. Donc [ t.f(t)dt converge
et vaut 0.

w _ ol . w .
c) J; = tf(tydt = [ Tdtdiverge. Donc S+ = eyt diverge.

Exercice 3

Partie A

1. V(a, b, ¢) e IR?, la matrice M(a, b, c) est symétrique, donc diagonalisable.

2. a) Si M admet une unique valeur propre A : comme M est diagonalisable, il existerait une matrice P

AL00
inversible et une matrice D diagonale telle que M = PDP, avec D = [0 A 0} = Als.
00A
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Donc M = P(LI3)Pt = A PIsP = Als. Or M n'est pas diagonale. 1l y a contradiction.
Donc M ne peut admettre une unique valeur propre.

b) M(a, b, c) est diagonalisable, donc admet au moins une valeur propre.

D'apres la question 2.a), elle en admet donc au moins deux.

De plus M(a, b, ¢) € (), donc elle admet au plus 3 valeurs propres.

Donc elle admet soit deux, soit trois valeurs propres.

Partie B
111 111y111 333

4. a)J:M(0,0,0):[l 1 1}, 32:[1 1 1}[1 1 1]:[3 3 3}:33,
111 111A111 333

J2 — 3] =03 donc X2 — 3X est un polynéme annulateur de J.

b) X2 —3X = X(X — 3). Les seules valeurs propres possibles de J sont les racines de P, donc 0 et 3.
_Jn'est pas inversible (C1 = C2 = C3) donc 0 est bien valeur propre.

X X 1 0
SoitX:(y}.JX:0<:>x+y+z:O<:>z:-x—y Eo(J)={[ y J,(x,y)e IRz}:Vect[[OJ,[lD
z -X-y -1) \-1

Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc forment une base de Eo(J).

211
_J—3I3:[1 -2 1} Cy + Co + C3 =0 la matrice n'est pas inversible. Donc 3 est valeur propre.
11 -2
2Xx+y+z=0 22X+ y+z=0
(J—3I3)X:0©{X—2y+220 @{ 3y+3z=0 Lo<—Li1+2L
X+y-22=0 3y—-3z=0 L3« L1+2L3
{-2x+222
<

y=z OQ{x:z:y:z

z 1
c) dim(Eo(J)) + dim(Ez(J)) =2 + 1 = 3 = dim(M3,1(IR)) donc J est bien diagonalisable et

1 0 1
{ 0 J ( 1 J et {1J forment une base de vecteurs propres.

-1/ \-1 1

z 1
Es(J) = {[Z} Ze IR} = Vect [[1D Le vecteur est non nul donc forme une base de Ez(J).

1 01 000
D'aprés la formule de changement de base, J = PDP?, avecP:(O 1 1] etD:(O 0 0].
-1-11 003
ao0o0 111 l1+a 1 1
5.a) P(a|3+D)p-1:a|:>|3|:>-1+PDp-1:a|3+J:[O a OJ+{1 1 1}:[ 1 1+a 1 ]:M(a, a, a)
00 a 111 1 1 1+a
a0 o0
b) M(a, a, a):P(aI3+D)P‘lavecaI3+D:(0 a o0 J(matricediagonale)
00a+3

Donc M(a, a, a) a deux valeurs propres : aeta + 3.
c)Avecc=aetb=a:ab+bc+ca+abc=a’+a’+a’+a°=3a’+a’=a’@a+3)
a’(a+3)#z0<a=0eta+3=0

< les valeurs propres de M(a, a, a) sont non nulles

< 0 n'est pas valeur propre de M(a, a, a)

< M(a, a, a) est inversible.
La propriété est vérifiée pour M(a, a, a).

ECG2 : Année 2023-2024



11 1
PartieC6.C=M(0,0,¢c)=11 1 1 |

111+c
a) Les deux premieres colonnes sont égales, donc C n'est pas inversible. Donc 0 est valeur propre.
X+y+z=>2X X+y+ z =AX
b)Soitk;tO.CX:kX@{x+y+z:ky @{ 0=AMy—X) Lo—Lo—L1
X+y+(l+c)z=Az Xx+y+(l+c)z=Az

Comme A # 0 Lz devient : y = x

2X + 2 =X z=(h—-2)X
D'ou le systeme : |y Yy =X S VY=X Lz devient: 2x + AX —2x +
2x+(l+c)z=Az 2x+ (L +c)(A —2)x = AM(A — 2)X

CAX — 26X = A2X — 2AX
donc 0 = A2X — 2AX — CAX + 2CX

y=X
DoncCX:XX@{z:(XZ)x

M2—(c+3)A+20)x=0
(if) A est valeur propre de C si et seulement si le systeme n'est pas de Cramer, donc si et seulement si
AM—(c+3)A+2c=0.
¢) Soit P(X) = X% —(c+ 3)X + 2¢
A=(c+3)?-8c=c?+6c+9-8c=c2—2c+9=c?-2c+1+8=(c—1)2+8>8>0. (on peut aussi
étudier le polynéme en ¢ pour trouver son signe).
Donc I'équation admet deux solutions distinctes. De plus P(0) = 2c¢ = 0 donc 0 n'est pas racine.
C admet 0 comme valeur propre, et 2 autres valeurs propres non nulles. Donc C admet trois valeurs propres
distinctes.

l1+a 1 1 1+a 1 1
7.a.M(@@,ac)=| 1 1+a 1 |=| 1 1+a 1
1 1 1+c 1 1 1+(c-a)+a

11 1 a0o
:[1 1 1 J+[O a OJ: M(0, 0, c—a) +als (ouen résolvant M(a, a, ¢) = x.M(0, 0, c — a) + yl3)
111+(c-a) 00 a
b. V A € R, A valeur propre de M(a, a, ¢) <> M(a, a, ¢) — Alz non inversible
< M(0, 0, c —a) + alz— Alz non inversible
< M(0, 0,c—a)— (A —a)ls non inversible
< A - avaleur propre de M(0, O, ¢ — a).
< A =a+ A, avec A' valeur propre de M(0, 0, c — a).
Comme M(0,0,c — a) a 3 valeurs propres distinctes, par décalage de a, M(a, a, ¢) a aussi 3 valeurs propres
distinctes.
c. Avec b =a, ab + bc + ca + abc = a® + ac + ca + a’c = a® + 2ac + a’c = a(a + 2¢ + ac)
M(a, a, ¢) non inversible < 0 est valeur propre de M(a, a, c)
< -a est valeur propre de M(0, 0, c—a)
< -a=0o0u -aestracine de X2—(c—a+3)X + 2(c—a) (d'aprés questions 6. a) et b))
<a=0oua’+(c—a+3)a+2(c—-a)=0
<a=0oua’?+ca—a’+3a+2c—2a=0
<a=0ouca+ta+2c=0
<a(a+2c +ca)=0
La propriété (*) est bien vérifiée pour les matrices M(a,a,c).
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